DM _ e e Ano Letivo 2025/2026

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 01/07/2026

DE MATEMATICA TOD R

TECNICO LISBOA 0DOS 0S CURSOS 10:30-12:30
Duracdo: 120 minutos Exame de Epoca Especial

* As perguntas com multiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serao descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha tinica tém de ser assinaladas na folha de instrucées distribuida.

e Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 2 valores

A execucao de um projeto de construcdo de um edificio no tempo programado estd relacionada com os
seguintes acontecimentos executados a tempo, A = “escavacdo”, B = “fundacdo"e C = “superestrutura”,
supostamente independentes e com probabilidades iguais a 0.8, 0.7 e 0.9, respetivamente. Calcule a
probabilidade de o prazo de execugdo ser cumprido para a escavacao e ndo ser cumprido em pelo menos
uma das outras atividades.

A:0.567 B:0.296 C:0.103 D:0.056

Acontecimentos e probabilidades:

A = escavacdo do projeto executada a tempo, P(A) = 0.8

B =fundacdo do projeto executada a tempo, P(B) = 0.7

C = superestrutura do projeto executada a tempo, P(C) =0.9

P[AN(BUC)] = P[ANBUANC)]=PANB +PANC)—P(ANnBNQC)
= P(A)x[1-PB)+P(A)x[1-P(C)]-P(A) x[1-P(B)] x[1-P(O)]
= 0.8x0.3+0.8x0.1-0.8x0.3%x0.1=0.296
Pergunta 2 3 valores

Suponha que numa regido enchentes ocorrem ao longo do tempo segundo uma lei poissoniana, ou seja,
o nimero de dias com enchentes num ano tem distribuicdo de Poisson com parametro A. Sabe-se que a
probabilidade de ndo ocorrer nenhum dia com enchente num ano é igual 0.000045.

(a) Determine o valor de A. Se ndo conseguir determind-lo, use A = 10 nas préximas alineas.

X = namero de dias com enchentes num ano, X ~ Poisson(A)
P(X =0)=exp(-1) =0.000045 = A=-1og(0.000045)=10.00885

(b) Calcule a probabilidade de ndo ocorrerem nem mais de 12 nem menos de 7 dias com enchentes num
ano.

P(7=X=12)=Fx(12) — Fx(6) =0.790717 — 0.129584 = 0.661133
Se A =10, entdo P(7 < X <12) =0.791556 —0.130141 = 0.661415

(c) Durante um periodo de 20 anos, em quantos anos se esperaria que ocorressem dois ou mais dias com
enchentes?

Y = Nimero de anos em que ocorrem sucesso (X = 2) em 20 anos.

Supondo que as ocorréncias ou ndo de dois ou mais dias com enchetes em cada ano sdo ensaios de
Bernoulli(p) independentes, com p = P(X =2) =1 — Fx(1) = 0.999505, entdo

Y ~Binomial(n =20, p =0.999505) = E(Y)=np=20x0.999505 = 19.99009.

Se A =10, entdo Y ~ Binomial(n =20, p =0.999501) = E(Y)=np =20x0.999501 =19.99001.
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Pergunta 3 2 valores

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias (v.a.) indicadoras de caracteristicas de cada peca produzida por uma
dada fabrica, cuja funcdo de probabilidade conjunta é definida pela seguinte tabela:

X\Y | -1 0 1
-1 0.23 0.02 0.23
0 0.02 0 0.02
1 0.23 0.02 0.23

Recorrendo as definicoes e cdlculos apropriados, confirme ou ndo as seguintes afirmacoes:

1. A funcao de probabilidade condicional de X dado Y = 0 toma o valor 0.5 em x € {—1, 1} e 0, caso contrario.
2. X eYsdo v.a. identicamente distribuidas e a distribuicdo comum é bimodal.

3. X e Ysdo v.a. dependentes.

4. O valor da funcao de distribuicdo conjunta no ponto (x = 0.5, y =0) é 0.29.

A: 1,2 e3saoverdadeiras. B:2, 3 e 4 sao verdadeiras.
C: 1,3 e4sdaoverdadeiras. D:1,2 e 4 sdo verdadeiras.
(X, Y) = par aleatorio discreto com func¢do de probabilidade conjunta P(X = x,Y = y) de acordo com a
tabela acima.
1. Funcao de probabilidade de X condicionada em Y = 0:
0.02/0.04=0.5, x=-1,1

P(X = x|Y =0) = 2E=0T=0
P(Y=0) 0, caso contrério.

2. X eY sao v.a. identicamente distribuidas, i.e.,

048, x=-1,1 0.48, y=-1,1
P(X=x)=) P(X=x,Y=y)=50.04, x=0 P(Y=y)=) P(X=x,Y=y)=40.04, y=0
Y 0, C.C. * 0, c.C.

com distribuicdo comum bimodal em -1 e 1 pois P(X = -1) = P(X = 1) = maxP(X = x) e P(Y =
-1)=P(Y =1)=maxP(Y =y).

3. Como existe pelo menos um (x,y) talque P(X =x,Y =) ZP(X =x)xP(Y =y),eg, P(X=0,Y =
0)=0#0.04x0.04=P(X=0)x P(Y =0), entdo X e Y sdo v.a. dependentes.

4. Funcao de distribui¢do conjunta de (X, Y) em (x =0.5, y =0):
Fxy(0.5,0) =3 y<05 ZysO P(X=x,Y=y)=0.23+0.02+0.02+0=0.27.

’ Pergunta 4 3 valores

Admita que o nimero de veiculos que passa numa determinada sec¢do de uma auto-estrada durante um
minuto (X) é razoavelmente descrito pela funcao de densidade de probabilidade

X
1002’ 0<x=<100,
— 2 X
fx() =1 55— &2 100 < x <200,
0, caso contrario.
(a) Mostre que o valor esperado e a variancia de X sdo iguais a 100 e m , respetivamente. (1.0
X = ntimero de veiculos que passa numa sec¢do de uma auto-estrada durante um minuto.
100 200 _ 100, _2 x%200 200
EX) = [xfx(0dx= X700 4% + fioo x(IOO To02)dx = W_|0 + 100 2 1100 ~ W_hoo
= 0 44x100- 100—8%"+m 300— %% =100
2y _ 2 100 P 200 2 _ 100 31200 200
E(X9) = fx fxdx= 1002dx+f100 (365 — o) A% = 1002 4 | +i5% |100_WT|100
_  100* 3 3 4 N 15 2 7
= 10 4 52200 - 100%) — > (200% — 100%) = 100%(% + & - 15) =100

Var(X) = E(X?) - E(X)? =100? £ — 100% = 100°} ~ 1666.6667
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(b) Admitindo suposicoes de trabalho apropriadas, calcule aproximadamente a probabilidade de o
numero de veiculos que passam durante uma hora na referida sec¢do exceder 5500.

¢ X;: namero de veiculos que passam no minuto i, i = 1,...,n, n = 60.
o §p = Z;’:lXi, onde X; sdo varidveis aleatérias independentes com funcado densidade de
probabilidade fx(x).

E(Sp) =E(XL, X) =X, E(X;) "% x60 x 100 = 6000

ind

Var(Sy)=Var(X! ,X;) = X, Var(X;) 460 x 1002/6 = 10°

e Para grandes amostras (1 = 60), pelo T.L.C., S, £ N(6000,10%), i.e., Z = S‘T%OO 2 N(©,1).

P(S, >5500) = P (Z > %) =P(Z>-1.58) = 1 - Fn,1)(~1.58) = 1 —0.0571 = 0.9429

’ Pergunta 5 2 valores

Seja (X ..., X;) uma amostra aleatéria de X a representar a ocorréncia (X = 1) de um evento de interesse
ounio (X =0), com p=P(X =1) =1-P(X =0). Considere ainda X; e X (média amostral) como dois
estimadores de p.

Indique o valor do quociente entre os erros quadraticos médios de X e de X; para n = 10:

A:10 B:1 C:0.1 D:0.01

Supondo X; ~ Bernoulli(p) independentes, E(X;) = pe Var(X;)=p(1-p),i=1,...,n.
EX)'Zp e Varx) 'L pa-p

E[X] _ %ZE(Xz) zél. nxi(X) =EX)=p e Var[X] lnzd. #ZV@T(X;‘) léi- ner?Zr(X) _ Va:l(X) — p(ln—p)
i=1 i=1

EQM(Xi] = Var[X]+ (E(X) - p)? = p(l—p) e EQMI(X]=Var(X]+(E[X]-p)* =22

% _ EQMIX] _ pU-pn _ 1 _ 1 _
e(X, X)) = gomal = pa-p —n =10 =01

’ Pergunta 6 2 valores

Um fornecedor de fios diz que o seu produto tem uma resisténcia média que ndo é inferior a 90 Kgf.
Um cliente decide, antes de efetuar qualquer transacao, testar aquela afirmacao, baseado numa amostra
aleatdria de 25 fios, usando a informacao de que a resisténcia possui uma distribuicao Normal. Se o teste
consuzir a aceitacao do que diz o fornecedor, o cliente decide comprar o produto.

Sabendo que da amostra analisada se obteve X = 88Kg fe Y. (x; — %)? = 3456K g f2, indique o valor-p do
teste que permite decidir se o produto foi comprado.

A:0.2064 B:0.0536 C:0.4999 D:0.0002

Péagina 3 de6

(2.0)



¢ X: resisténcia do fio, com pressuposto X ~ Normal(y, o2).

* (X1,...,X;) amostra aleatéria de X com concretizagdo n = 25, X = 88 e Z?zl(xi — %)% = 3456, e
distribuicao amostral X ~ Normal(u,o?/n).

¢ Teste de hip6teses:

1. Hip6teses: Hyp: p =90 = pg versus Hj : pu < 90.

ot o Xl _ 88-90 _ _ .
2. Estatistica do teste: T = VFin i t(24), com valor observado t = i 0.8333, visto que

s2 =3456/24 = 144.

3. Valor-p: P = P(T < -0.8333|Hp) = Fy,,(-0.8333) = 0.2064. Note-se que P € (0.2 =
Fy,, (—0.857), 0.25 = Fy,, (—0.685)).

4. Conclusao: Rejeita-se Hy para a > 0.2023 e aceita-se Hy no caso contrario. Portanto, tendo em
conta os niveis de significancia usuais 1%, 5% e 10%, aceita-se Hy e o o cliente deve decidir pela
compra do produto.

Pergunta 7 (corrigida) 3 valores

Com o objetivo de se estudar a variabilidade do tempo de vida X (em horas) das valvulas produzidas por
uma dada empresa, ensaiaram-se 1200 vélvulas anotando-se os seus tempos de vida. O agrupamento
destes tempos com vista a testar a hip6tese de X ter distribuicdo Exponencial com E(X) = 28 horas esta
reproduzido na tabela abaixo:

classe 10, 20[ | 120, 40[ | 140, 60[ | 160, oo
frequéncia observada (0;) | 600 300 170 130
frequéncia esperada (e;) - - 146.80 | 140.78
(a) Determine os valores das frequéncias esperadas em falta na tabela. (1.0)

X ~ Exponencial(1) com E(X) =1/A=28 => 1=1/28.

Fungdo de distribuigao de X: Fx(x) = [ le Adt=1-e**=1-e %28 x>0.

Fx(20) =1-e729/28 = (0510458 = e; = 1200 x 0.510458 =~ 612.55.

Fx(40)=1- e~ 40728 — 0760349 = e> = 1200 x (0.760349 — 0.510458) = 1200 x 0.249891 = 299.87.

(b) Que conclusoes se pode retirar usando estes dados relativamente a hipétese de interesse? (2.0)
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* Teste de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson com k = 4 classes.

1. Hipoteses: Hy : X ~ Exponencial(A = 1/28) versus H; : X # Exponencial(A = 1/28).

(0i—E)* a

2. Estatistica do teste: T = Z?zl E 5 X%k—l) = 7(%3)-
! 0

i classe(x); o0; e;=1200xp? %

1 10,20][ 600 612.55 0.257126
2 [20,40( 300 299.87 0.000057
3 [40,60( 170 146.80 3.667084
4  [60,4+o00[ 130 140.78 0.825903
total 1200 1200 t=4.75017

3. Valor-p: P = P(T = 4.75017|Hp) = 1 — FX(Zg) (4.75017) = 1-0.809 = 0.191. Note-se que P €
(0.15,0.2) = (1 - FXéJ (5.317),1— Fxé) (4.642)).

4. Conclusdo: Como o valor-p é elevado (> 0.10), ndo se rejeita a hipdtese nula Hy para os
niveis de significancia usuais (a = 1%,5% ou 10%), isto é, com base nesta amostra ndo existem
evidéncias para rejeitar a adequac¢dao do modelo.

’ Pergunta 8 3 valores

Visando investigar a resisténcia de molas, registou-se respetivamente a carga aplicada (x) e a deformacao
sofrida (y) em 8 molas, tendo-se obtido os seguintes resultados:

x| 11.2 21.1 299 341 43.8 599 61.2 689 =330.1, Zyl—314 ley,—1531 46

i=1 i=1

=16626.57, Zy =143.68
i=1

y|1l6 21 34 33 42 43 62 63

Considere um modelo de regressdo linear simples para explicar as observacoes.

(a) Obtenha a estimativa de minimos quadrados dos coeficientes de reta de regressao. (1.5)

Modelo e hipéteses de trabalho: Y; = 8o+ B1x; +€;,i=1,...,12, com ¢; iid N(0,02).
Estimadores de minimos quadrados de fy e f;:

_ X0 yiXi—nxyxX _ 1531.46-8x3.925x41.2625 _
1= 758 P axx® © 1662657-8x41.26257 Llpess

Bo = 7— 1 % = 3.925—0.078454 x 41.2625 = 0.687806

>

(b) Calcule o intervalo de confiancga a 95% para o verdadeiro valor do declive da reta de regressao. (1.5)
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e Método da varidvel fulcral (estimacdo intervalar de f,):

1. Variavel fulcral: R
p1-pa
I's—/——= ~ ln-2=le
0-2

x2

Y2
zlznx

2. Fixado o grau de confianca 1 — a = 0.95, obtém-se a e b tais que

Pla<T<b)=1-a=0.95 = a=-beb=F_'0.975) =2.4469

I(6)

3. Desigualdade equivalente:

p1-p
52
D% —n?

& P(ﬁl— ,/ — <ﬁ1<ﬁ1+b x_nxz):o.%,
ll

4. Intervalo aleatorio de conﬁanga (IAC) e sua concretizacdo (IC) a 95% para f;:

Pl-b< <b|=0.95

5 62
TAC($1;0.95): B1+b

—_nx2
o= lxl nx

IC(f1;0.95): (0.078454 +2.4469 x 0.010356)
(0.053113, 0.103794)

tendo em conta os calculos auxiliares abaixo.

©

— [ y2-ni)-BD (Zx -n¥%)| = é[20.435—(0.078454)23005.819] =0.322375

62 _ [0322375 e
Y x2-nx2 V3005819 ‘
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