DM 20 Semestre — 2025/2026

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 30/06/2026
DE MATEMATICA LEEC
TECNICO LISBOA 18:00-20:00

Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca de Recurso - Versio F

¢ As perguntas com miltiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha unica tém de ser assinaladas na folha de instru¢des distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 2 valores

Numa determinada especialidade de um hospital, os doentes sao classificados em uma de trés classes Ci,
C, ou C3, consoante o maior ou menor risco que se lhes atribui. A probabilidade de um doente ao acaso ser
classificado em Cj, C, ou C3 € igual a 0.2, 0.4, 0.4, respetivamente. A probabilidade do doente ser atendido
rapidamente, estando classificado como sendo de C,, C, ou Cs3 € de 0.6, 0.7 e 0.9, respetivamente. Qual a
classificacdo mais provavel de um doente que nao foi atendido rapidamente?

A:C; B:C, C:Cs3 D:CyouCjs
Acontecimentos e probabilidades:
R = doente atendido rapidamente
C1 = doente classificado na classe C1, P(C1) =0.2, P(R|C1) = 0.6
C2 = doente classificado na classe C2, P(C2) = 0.4, P(R|C2) =0.7
C3 = doente classificado na classe C3, P(C3) = 0.4, P(R|C3) =0.9

Pela Lei da Probabilidade Total,

P(R) = P(R|IC1)P(C1) + P(R|C2)P(C2)+ P(R|C3)P(C3) =0.76

Logo,
P(C1IR) = (1—P(RI|J§))>P(CU = 04202 /3
P(C2|R) (1*P(RI|)5}%§)P(C2) =0.5
P(C3|R) = HEERPEI =1/6
Pergunta 2 2 valores ‘

Considere que o niimero de contentores movimentados por hora num terminal portuédrio de dimensao
média é uma varidvel aleatéria X com distribuicdo de Poisson. Sabendo que P(X =100) = 1.006 x P(X =99),
determine a diferenca entre o valor esperado e a moda de X.

A:35 B:04 C:15 D:0.6

P(X = 100) = 1.006 x P(X =99) < e A" — 1006 x e *4 «— E[X] = A = 100.6

100! 99!
Seja g(x) = f)}iﬁ)l) = 1)92‘16, Vx e N° Como g(x) > 1 para x <99 e g(x) < 1 para x = 100, conclui-se que

Moda (X) = 100 e, assim, E[X]— Moda (X) = 0.6.

’ Pergunta 3 3 valores

Admita que, durante a sua vida ttil, um determinado componente eletrénico apresenta uma taxa de falha
constante ao longo do tempo. Nessas condic¢des, a duragdo, em horas, do componente € modelado por uma
varidvel aleatdria continua X com distribuicao exponencial de parametro A = 0.05.

(a) Sabendo que o componente ja funcionou durante 10 horas, determine a probabilidade de ele durar
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pelo menos mais 15 horas.

Como X tem distribuicdo exponencial (A = 0.05), verifica-se a propriedade de perda de memoria:
PX>s+t|X>s)=P(X>1).

Logo,

15
P(X>25|X>10)=P(X>15=1-P(X<15 =1 —f AeMdr=e 00515 = o075 9 4704,
0

(b) Determine a duracdo mediana da componente eletrénica. (1.5)

Funcao de distribuicao de X: Fx(x) = [ Ae ™ dr=e"*|¥=1-e ¥, para x> 0.
Mediana de X (x4): Fx(xg4) =0.5,1i.e., x; = —log(1 - 0.5)/A = 13.86294.

Pergunta 4 3 valores ‘

Num reator de fluxo continuo, a temperatura (7) e o rendimento (R) sdo modelados como varidveis
aleatdrias continuas. Devido a natureza exotérmica da reacao, estas varidveis ndo sao independentes. A

funcao de densidade de probabilidade conjunta, para valores normalizados de T e R no intervalo [0,1], é
dada por:

fraln) {%(t2+2r), 0st=<lel=r<l
T,R\L,T) =

0, caso contrario

Tenha em conta que E[T] = 3 (E[R] - ) e que E[TR] = 1 (E[R] + 9).

(a) Calcule o valor da covariancia entre T e R. (2.0)
Tendo em conta as relacdes dadas temos que Cov[T,R] = E[TR] — E[T]E[R] = —%(E[R])2 +
1,32 1.6
(3+35)ERI+ 4 x§
E[R= [y fy ri®+2r drdt=3 (L +2)=0.625
Cov[T,R] =—-0.0078125

(b) Serdao T e R variaveis aleatdrias independentes? (1.0)

Se T e R sao varidveis aleatérias independentes, entdo Cov|[T,R] = 0. Como Cov[T,R] # 0, as
varidveis aleatoérias T e R ndo sao independentes.
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’ Pergunta 5 3 valores ‘

Um engenheiro de propulsdo estd a analisar a duracdo X de valvulas de combustivel de um foguetdo (em
horas) e admite que essa varidvel aleatéria segue uma distribui¢do exponencial de parametro A € R*.

(a) Determine o estimador de méaxima verosimilhanca de A com base numa amostra aleatéria de (2.0)
dimensao n de X.

Sejax = (x1,...,Xn).
LX) =A"exp (—AZ;‘Zl x;)
log Z(A|x) = nlogA—AY¥" | x;

dlog £ (A 0
gd/l( = : X Z?:1'“ 0 A rlnlxi
=
d*log £ (A
—03,12( 1) = __;:lz <0, V/1€|R+

. _ n
o AMV a Z;‘:lxi

(b) Para uma amostra de 25 valvulas em que a soma das duracdes observadas foi de 9972 horas, calculea (1.0)
estimativa da probabilidade de uma valvula de combustivel durar mais do que 500 horas.

Seja g(A) = P(X > 500) = 1-Fx (500) = e~9991 Ppela invariancia dos EMV, tem-se gmv(A) = e_SOO/iMV -
e~500% 5555 — ) 285501

Pergunta 6 3 valores

Numa exploragdo mineira, a viabilidade de processar um determinado setor depende da proporcdo de
blocos de minério que apresentam um teor de metais acima de 60%. Para estimar essa proporc¢do, o
engenheiro de minas analisou uma amostra de 200 blocos extraidos de forma aleatdéria. Apds a anélise
laboratorial, verificou-se que 122 blocos tinham um teor de metais superior a 60%.

(a) Determine um intervalo de confian¢a a aproximadamente 98% para a proporcao populacional de (1.5)
blocos com teor de metais superior a 60% naquele setor da mina.
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e Variavel aleatéria de interesse e distribuicao:
X, tal que X =1 se teor de metais > 60% e X = 0 se teor de metais < 60%, X ~ Bernoulli(p)

e Método da varidvel fulcral (estimacao intervalar de p):

1. Variavel fulcral (aproximada):

aproximacao vdlida para n grande, o que se verifica (n = 200).

2. Fixado o grau de confianca 1 — a = 0.98, obtém-se a e b tais que
Pla<Z<b)=1-a=098ea=-b = b= 1(0.99) =2.3263

3. Desigualdade equivalente:

p- A Pa-pP A Pa-P
pl-b<LP _pl=09s o pp-b /P ppin/El 2098
P(1-P) n n

4. Intervalo aleatério de confianca (IAC) e sua concretizacdo (IC) a 98% para p:

. |Pa-pP
IAC(p;0.98): P+ b %

0.61 x (1-0.61)
IC(p;0.98): 0.61 +2.3263 x 00 ~ (0.53;0.69),

tendo em conta que p = 122/200 = 0.61

(b) Suponha que a administracdo da mina exige uma estimativa mais precisa para decidir sobre o (1.5)
investimento em nova maquinaria. Qual deve ser o tamanho minimo da amostra para que a margem
de erro da propor¢do ndo exceda 0.03, com o mesmo nivel de confianca aproximado de 98%?
(Considere a proporg¢ado observada, 0.61, como uma estimativa preliminar).

A margem de erro da proporcao é b P0-P) (da alinea anterior). Como o nivel de confiancga é

n
o mesmo (98%), b = 2.3263

Pretende-se determinar 7 tal que

PQ-P v*Pa-p
/22 <003 & pxZlii D
n 0.032

Usando a estimativa preliminar p = 122/200 = 0.61,

2.32632 x 0.61 x (1 —0.61)
n=

~ 1430.544
0.032

O tamanho minimo da amostra que verifica as condi¢des impostas é 1431.

Pergunta 7 2 valores

A resisténcia a tracdo de amostras de certo tipo de madeira, medido em unidades apropriadas, X, possui
distribuicio normal de valor esperado p, desconhecido, e variancia o = 4.
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Determine o valor-p do teste Hy : u = 20 versus H; : u # 20, sabendo que uma amostra de tamanho 16
conduziu a X = 19.

A:0.0266 B:0.0456 C:0.0522 D:0.0744

¢ Estatistica de teste:

T Ao 2(X-20) ~ N 1(0,1)
= = - ~ Normal(0,1).
o/V16 H,

¢ Valor observado da estatistica de teste: ¢t = 2(x —20) = 2(19 — 20) = —2.

e Valor-p = P(|T| > |¢t||Hp) = 2[1 - ®(2)] =2[1—-0.9772] = 2 x 0.1587 = 0.0456.

Pergunta 8 2 valores

No departamento de controlo de qualidade de uma empresa metaltrgica, avalia-se o didmetro de um novo
tipo de parafuso (X, em mm). Com base no histérico de producao, conjetura-se que o didametro segue uma
distribuicao Normal com média u = 10.0 e desvio-padrdo o = 0.1. Para testar esta conjetura, recolheu-se
uma amostra de n = 300 parafusos, cujas medicdes produziram os seguintes resultados:

Diametro (X) ]—00,99[ 1[9.9,10.1[ [10.1,+4o00]
Frequéncia observada (o;) 52 192 56

Averigue se o modelo N(10,0.1%) é adequado para descrever a variacdo do diametro dos parafusos. Decida
com base no valor-p aproximado.

A: Valor-p < 0.01, ndo se rejeita Hy B: Valor-p < 0.01, rejeita-se Hy
C: Valor-p > 0.10, ndo se rejeita Hy D: Valor-p > 0.10, rejeita-se Hy
* X ~ N(10,0.1%), a sua fungdo de distribuigdo é Fx (x) = ® (232).

» Teste de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson com k = 3 classes.

1. Hipéteses: Hy: X ~ N(10,0.1%) versus H; : X # N(10,0.12).

As probabilidades de cada classe, sob Hy, sdo p? = P(X € classe;) = Fx(lim.sup) — Fx(lim.inf):

- P =P(X<9.9) =0 (272) =d(-1) =0.1587
- pI=P(9.9<X <10.1) = ®(1) - P(-1) =0.8413 - 0.1587 = 0.6826

- pg =P(X=10.1)=1-®(1)=1-0.8413 =0.1587

isti . _vy3 (0i-E)® a 2 _ 22
2. Estatistica do teste: T =37, B X = Xy*

1 1-0099[ 52  47.597 0.4074
2 [99,10.1[ 192 204.807 0.8008
3 [10.1,+oo[ 56  47.596 1.4837
total 300 300 t=2.6919

3. Valor-p: P =P(T =2.6919|Hp) = 1 — FX(ZZ) (2.6919) =1-0.7398 = 0.2602. Note-se que P € (0.2,0.3) =
(1- FX%Z) (3.219),1 - FX(ZZ) (2.408)).

4. Conclusdo: Como o valor-p € elevado (> 0.10), ndo se rejeita a hipétese nula Hy para os niveis
de significancia usuais (@ = 1%,5% ou 10%), isto é, com base nesta amostra ndo existem evidéncias
para rejeitar a adequacao do modelo.
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