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Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca de Recurso - Versdo B

¢ As perguntas com miltiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha unica tém de ser assinaladas na folha de instru¢des distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 3 valores

Num processo de recrutamento tem-se verificado que 70% dos candidatos passam na primeira fase. Dos

que passam na primeira fase, 60% passam na segunda fase. Finalmente dos que chegam a terceira fase, 50%
sdo selecionados.

(a) Qual é a probabilidade de um candidato ao acaso ser selecionado?

(1.5)
Acontecimentos e probabilidades:
S = candidadato selecionado = F; N F> N F3
F1 = candidato passar na primeira fase, P(F1) = 0.7
F2 = candidato passar na segunda fase, P(F2|F1) = 0.6
F3 = candidato passar na terceira fase, P(F3|F1n F2) =0.5
P(S)=P(F1NnF2nF3)=P(F3|F1nF2)x P(F2|F1) x P(F1) =0.21
(b) Suponha que todos os candidatos selecionados sdo contratados e que, adicionalmente, 10% dos (1.5)

candidatos que ndo passam na primeira fase sdo repescados e acabam por ser contratados. Qual é
a probabilidade de um candidato ao acaso ser contratado?

Acontecimentos e probabilidades:

C = candidato contratado

P(CIS) =1, P(CIF;)=0.1

Pela Lei da Probabilidade Total,

P(C) = P(C|S)P(S) + P(C|F1)P(F1) =1 x P(S) + P(C|F;)P(F;) =0.21+0.1 x0.3=0.24

Pergunta 2 2 valores

Na monitorizagdo da estabilidade de taludes em minas a céu aberto, utilizam-se inclinémetros para detetar
movimentos no terreno. Se um sensor tem uma precisdao nominal de 1°, o erro de leitura L pode ser
modelado como L ~ Uniforme(-1,1). Nestas condi¢des, indique o valor da variancia de 512 + 2:

A:230 B:238 C:1.84 D:2.22
Var[5L? + 2] = 25Var[L?] = 25 (E[L*] — (E[L?])?) = 25 (E[L*] - (E[L?])?) =

= 25(BILY) - (Var(L] + BILD?)?) = 25 (EIL*] - (4 +0)%)
E(LY =1 1L dl=1
Var[512 +2] =25(% - §) =2.22

’ Pergunta 3 2 valores
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Um sensor industrial é submetido a choques sucessivos e independentes. A probabilidade do sensor avariar
em cada choque é 0.1. Seja X o nimero de choques até ocorrer a primeira avaria. Sabendo que o sensor ja
resistiu a 5 choques, determine a probabilidade de ele resistir a pelo menos mais 3 choques.

A:0.729 B:0.546 C:0.271 D:0.001

V.a.: X = nimero de choques até ocorrer a primeira falha.

Distribuicdo: Como a probabilidade de falha em cada choque é constante e igual a p = 0.1, e os choques
sdo independentes, tem-se X ~ geométrica(0.1).

Pretende-se: calcular a probabilidade de o sensor resistir a pelo menos mais 3 choques, sabendo que ja
resistiu a 5 choques, isto é,

P(X>8|X>5).

Perda de meméria: Como X tem distribuicdao geométrica, verifica-se a propriedade de perda de memoria:
PX>m+n|X>m)=P(X>n). Assim, P(X>8|X>5)=P(X>3).

Para a distribuicao geométrica, tem-se
P(X>n)=(1-p)". Logo, P(X>3)=(1-0.1)>=0.9%=0.729.

Conclusao: A probabilidade de o sensor resistir a pelo menos mais 3 choques € 0.729.

Pergunta 4 3 valores

A capacidade de um anfiteatro numa determinada faculdade é de 150 alunos. Tendo em conta a experiéncia
passada, sabe-se que apenas 40% dos alunos inscritos em qualquer disciplina frequentam as aulas.

Para uma aula de uma disciplina com 400 alunos inscritos calcule, recorrendo ao teorema do limite central,
a probabilidade do nimero de alunos presentes exceder a capacidade do anfiteatro.

¢ X;: variavel indicadora se o caloiro i frequenta as aulas, i = 1,..., n.

e S, = Z?zl X;, onde X; sdo variaveis aleatorias Bernoulli(p = 0.4) independentes e n = 400.

i.d.

ES)=EX" , X)=Y" EX;) 'S xnx0.4=160
ind

Var(S,) = Var(Z', X) "2 ¥ Var(x) "4 nx 0.4(1-0.4) = 96

e Para grandes amostras (1 = 400), pelo TL.C., S, £ N(160,96), i.e., Z = S‘—\/;f;f’ 2 N(©,1).

P(S, > 150) = P (z > %) = P(Z > —1.0206) = 1 — Fy(o.1)(—1.0206) = 1 —0.1537 = 0.8463

Pergunta 5 3 valores

Um engenheiro biomédico estd a calibrar um detetor de particulas numa méquina de PET Scan. Para tal,
mede o niimero de particulas detetadas em intervalos de um segundo e admite que o nimero de particulas
detetadas por segundo, X, segue uma distribuicdo de Poisson com pardmetro A € R*.

(a) Determine o estimador de méxima verosimilhanca de A com base numa amostra aleatéria de
dimensdo n de X.
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Sejax = (x1,...,Xpn).
LA1x) = exp(—nA)AZ= 5 ([T x;) !
log LA |1x)=X" | xijlogd—nA-X"  log(x;!)

, nxi
dlog ZIx) _ EEX_ o0 e A=ZE% ok
d*log £ (Alx) XX

e = -5 <0, YAeR e VX: X x>0

-‘-AMV =X

(b) Tendo em conta que em 40 intervalos de um segundo, o engenheiro registou um total de 168 particulas (1.0
detetadas, calcule a correspondente estimativa da probabilidade de serem detetadas mais do que 2

particulas num segundo.
Tem-se Ayy = X =4.2. Seja g(A) = P(X > 2) = 1 - Fx(2). Pela invariancia dos EMV, tem-se gy (A) =
1= Fpyiia @) =1—Fpoiwu.2)(2) =0.78976

Pergunta 6 2 valores

Uma equipa de engenharia do ambiente estd a avaliar a concentragdo de merctrio nos efluentes de
uma unidade industrial antes da sua descarga num rio local. Sabe-se, pelos registos histéricos, que a
concentracdo de mercurio, em ug/L, naquele tipo de efluentes segue uma distribuicio normal. Para
controlar a conformidade com as normas ambientais, foram efetuadas 10 medi¢cdes independentes num
periodo de 24 horas, tendo-se obtido os seguintes valores:

10 10
Y xi=124 e Y x%=1540.12
i=1 i=1

Calcule um intervalo de confianca a 90% para o desvio padrdo da concentracdo de merctrio nos efluentes
desta fébrica.

A: (0.49,0.77) B:(0.59,0.99) C:(1.39,1.87) D:(0.39,0.87)
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¢ Varidvel aleatéria de interesse e distribuicao:
X = concentracdo de mercurio no efluente da fabrica, X ~ N(y, )

e Método da varidvel fulcral (estimacdo intervalar de 0):

1. Variavel fulcral:
0= (n—1)8? 2

)
= Xin-1) =X

2. Fixado o grau de confianca 1 — a = 0.90, obtém-se a e b tais que

Pa<Q<b)=1-a=09 e PQ<a)=P(Q>b) = a= F;} (0.05)=3.325e b= F;; (0.95) = 16.92
9) 9)

3. Desigualdade equivalente:

(n-1)82
< —_—

Pla
o2

S | SVn=1
<b):0.9 N P(L<0’<L)=0.9

vb va

4. Intervalo aleatério de confianga (IAC) e sua concretizacdo (IC) a 90% para o:

Svn—-1 Svn-1
I1AC(0;0.9): ;
vb va
0.52915v9 0.52915v/9
1C(0;0.9) : ; =~ (0.39,0.87),
( V1692 = /3325 )
tendo em conta os calculos auxiliares abaixo.
X 124
X = =—=124
n 10
10 .2 =2 5
2o X;—nx 1540.12 - 10 x 12.4
s= = =0.52915
n—1 9
Pergunta 7 2 valores

A quantidade de energia, X em kW, consumida diariamente numa empresa possui distribuicao normal de
média y e variancia 02, ambos desconhecidos.

Sabendo que 31 observacdes recolhidas ao acaso conduziram a X = 102 e s*> = 12, o teste das hipéteses
Hy: 0® =10 versus Hj : 02 > 10 permite concluir que:

A: Valor-p = 0.21 e, portanto, ndo se rejeita Hy B: Valor-p = 0.21 e, portanto, rejeita-se Hy

C: Valor-p = 0.79 e, portanto, rejeita-se Hy D: Valor-p = 0.79 e, portanto, ndo se rejeita Hy

Estatistica de teste:
(31-1)8? >
Q= 10 "~ Xeo

Valor observado da estatistica de teste: g = w =36

Valor-p: P=P(Q > qlHp) =1- FX(Zso) (36) =0.2081

Conclusao: Rejeita-se Hy para niveis de significincia @ > P = 0.2081 e nao se rejeita Hy no caso
contrério. Ou seja, nao se rejeita Hy ao nivel de significancia usuais (1%, 5% e 10%).
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Pergunta 8 3 valores ‘

Um engenheiro eletrotécnico estd a estudar a relacdo entre a temperatura ambiente (x, em °C) e a
resisténcia elétrica (Y, em mQ) num segmento de um condutor de calor. Admite-se que a resisténcia pode
variar linearmente com a temperatura.

Foi recolhida uma amostra com 12 medicdes independentes, tendo-se obtido os seguintes resultados
sumarios:

12 12 12 12 12

Y xi=300 Y y;i=144 Y x7=8000 Y y=1750 Y x;y;=3680

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Considere o modelo de regressdo linear simples, Y; = B + B1x; + €;, e efetue um teste de hip6teses para
averiguar se a temperatura tem um efeito estatisticamente significativo na resisténcia do condutor.

Utilize um nivel de significancia a¢ = 0.05 e admita as hip6teses de trabalho convenientes.

¢ Modelo e hipéteses de trabalho: Y; = o+ B1x; +€;,i=1,...,12, com ¢; iid N(0,02)

¢ Hipéteses em teste: Hy: 1 =0vs. H; : 1 # 0 (teste bilateral)

¢ Estatistica de teste:

A

b1

0"—2

n A_ oD
i=1 Xj X

H,
To = ~ tn-2) = tao)

* Regido critica: (Rejeigdo de Ho) {ITol > a} com a=F, | (1-0.05/2) = F, | (0.975) = 2.228

(10)

¢ Valor observado da estatistica de teste:

A

0.16 0.16
fo= hr = ~ ~3.73

52 0.92 0.0429
ST 2o nil 8000—12x257

i=1"i

célculos auxiliares:

-1 Xi 300 Y,y 144 s XL Xiyi—-nXy 3680-12x25x12
X:#:—:ZS J_/: l_lyl:—:]_Z ﬁlz i=1 iVi _y: =0.16
n 12 n 12 ! X —nx? 8000 — 12 x 252
o1 o, o) e[, || (175012 x122) —0.16% x (8000 — 12 x 252)
6" = Y yi=ng?|=(B)" | X xi-n*|| = =0.92
n-2[\i5 =l 10

¢ Decisdo: como |fp| > a, rejeitamos Hy ao nivel de significancia de 5%.

¢ Conclusao: héa forte evidéncia estatistica, ao nivel de significincia de 5%, de que a temperatura
ambiente tem efeitos na resisténcia do condutor.
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