DM o1s soes 22 Semestre — 2025/2026
DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 16/06/2026
DE MATEMATICA LEAer; LEBiom; LEMec

TECNICO LISBOA 18:00-20:00

Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca Normal - Versio F

* As perguntas com multiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serao descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha tinica tém de ser assinaladas na folha de instrucdes distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 2 valores

Num dado equipamento constituido por 12 transistores do mesmo tipo, em que 9 deles estdo em perfeitas
condic¢des, sdo retirados ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, 2 transistores.

Determine a probabilidade de o primeiro transistor retirado estar em perfeitas condicdes sabendo que o
segundo transistor retirado ndo estd em perfeitas condicoes.

A:9/10 B:9/11 C:16/17 D:8/9
Acontecimentos e probabilidades:
F; = i-ésimo transistor retirado estd em perfeitas condicoes, i = 1,2.
P(Fy) x P(F3|Fy) 1
P(F)) x P(Fy|F) + P(F) x P(Ry|F) 35 x 3 +

—

P(F|Fy) =

Rles | e

x% 11

—

Pergunta 2 3 valores

Considere que cada sensor de qualidade numa linha de producdo identifica corretamente uma peca
defeituosa com probabilidade p operando de modo independente dos demais sensores. Seja X a varidvel
aleatéria que representa o nimero de sensores que identificam corretamente uma peca defeituosa em n
sensores utilizados na inspecdo da peca defeituosa. Suponha que:

s E(X)=8

e Var(X)=1.6

(a) Qual a distribuicdo de probabilidade de X? Especifique os seus parametros.

X: o nimero de sensores que identificam corretamente uma peca defeituosa em n sensores.

Como cada sensor identifica corretamente a peca defeituosa com probabilidade p,
independentemente dos restantes sensores, tém-se n ensaios de Bernoulli(p) independentes
= X ~ Binomial(n, p).

Sabe-se que E(X) =np =8e Var(X) = np(l - p) = 1.6, pelo que

8

=] =10,

1.6
Var()=16=8(1-p) = p=1---=08 e EX)=8=np = n=—=—

< |

i.e., X ~Binomial(n =10, p =0.8).

(b) Qual o nimero modal de sensores que identificam corretamente uma peca defeituosa em n sensores?

Moda de X: nimero modal de sensores que identificam corretamente uma peca defeituosa em n
sensores, denotada por my.

Se X ~ Binomial(n, p), entao P(X =x) = (})(»)*Q-p)"*, x=0,1,...,n.
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Sabe-se que mgy é o valor de X para o qual a sua funcdo massa de probabilidade é méxima, i.e.,

mg € {0,1,..., n} satisfazendo i) P(X = mgy) = P(X = mg— 1), ii) P(X = mg) = P(X = mgy + 1).

Analisando a primeira desigualdade:

P(X=my) (,ZO)(P)mO(l_P)n_mO _n-my+1 p
P(X=my~1) (" )(pm-ta-p)=tm=D " my  1-p

Analisando a segunda desigualdade:

PX=mo+1) () @™ A=p)" "™y p
P(X = myp) (,ZO)(P)mO(l_P)n_mO my+1 1-p

Para X ~ Binomial(n = 10, p = 0.8)

np+p-1=78<mys<np+p=88 = my=8

=1 © mysnp+p

<1 & mp=znp+p-1

Pergunta 3

2 valores

Num centro de atendimento, os clientes chegam segundo um processo em que o tempo entre chegadas
consecutivas pode ser modelado por uma varidvel aleatéria exponencial com média de 4 minutos. Um
gestor pretende estudar o risco de o sistema permanecer inactivo durante um periodo prolongado.

Seja X o tempo de espera até a proxima chegada de um cliente. Sabendo que ja decorreram 2 minutos sem
que tenha chegado qualquer cliente, qual é a probabilidade de ainda faltarem mais de 6 minutos para a

chegada do préximo cliente?

A:0.2231 B:0.3679 C:0.1353 D:0.6065

X: tempo de espera (em minutos) até a préxima chegada de um cliente.
Como X ~ Exponencial(1) com E(X) = l =4, entdo A = +
Célculo da probabilidade condicional P(X >8| X >2):

P(X>8X>2) P(X>8 1-Fx@® e%*% 0.1353

P(X>8|X>2)= = = S—= ~0.2231,

P(X>2) P(X>2) 1-Fx(2) 0.6065

onde Fx(x) = [y de AMdr=eM|T=1-e M =1-e4
Alternativamente, pela propriedade de falta de mem@ria da distribuicdo exponencial,

P(X>8|X>2)=P(X>6)=1-Fx(6)=e%*~02231

Pergunta 4

3 valores

Considere as varidveis aleatérias X e Y com funcao de probabilidade conjunta

Fry () = 10B)Y xei,23teyeo,...,x
0

, caso contrario

Tendo em conta que Zf:o (If) = 2¥ para k € N°, obtenha o valor esperado de 2Y + 1 condicional a X = 2.

Funcao de probabilidade marginal de X = 2:

S S W CR I

y=0
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Funcao de probabilidade condicional de Y| X = 2:

fxy2,y)
fx(2)

Valor esperado de Y| X = 2:

frix=2(y) = =3fx,v(2,y), paray€{0,...,2}

2 2 2 (9)(1\2 1
EY[X=2)=) yfrix=20=3) yfxy@y =), y( ) (—) =2xz-=1,
y=0 y=0 y=0 yj\2 2

uma vez que Zi:o y(i) (%)2 € a expressdo do valor esperado de uma varidvel aleatoria com distribui¢do
Binomial(n =2, p =1/2).
Valor esperado condicional de2Y + 1| X = 2:

EQRY+1|X=2)=2E(Y | X=2)+1=2x1+1=3

’ Pergunta 5 2 valores

Para garantir a viabilidade econémica de um certo processo bioquimico, a concentracao de oxigénio
dissolvido (X) deve ser mantida num nivel critico. Sabe-se que X segue uma distribuicdo com valor
esperado p e variancia o2, ambas desconhecidas. Dois estagidrios de engenharia, o Jodo e a Maria, propdem
estimadores diferentes para avaliar a concentracdo média, i, com base numa amostra aleatéria (X;, Xz, X3)
de 3 medicdes independentes.

Estimador do Jodo: fij = W
Estimador da Maria: fij; = %

Considere as afirmacdes seguintes (Al a A8):
Al [i; é um estimador centradode u. A5 A variancia de [i; é maior que a varidncia de fips
A2 [i; é um estimador enviesado de ¢t A6 A variancia de fij; € maior que a varidncia de fi;
A3 [1p; é um estimador centradode ¢ A7 O estimador fI; é mais eficiente do que o estimador [,
A4 [1p; é um estimador enviesado de ¢ A8 O estimador fI)s é mais eficiente do que o estimador fi;
Seleccione as afirmacdes correctas.
A:A1,A3,A6,A7. B:Al1,A3,A6,A8 C:Al1,A3,A5 A7 D:Al, A4, A6, A7

Usando as propriedades do valor esperado e da variancia de combinacoes lineares de varidveis aleatorias,
e o facto de X;, i = 1,2,3 serem varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com
E(X;)=pe V(X;) =02, vem:

X1+X2+X3) _ E(X1)+E(X2)+E(X3) _ M+ U+ _

E(Q)=E
@n ( 3 3 3

(logo [iy é centrado, ou ndo enviesado, pelo que Al estd correcta e A2 ndo estd)

Xi+Xo +3X3) _E(X1)+E(X)+3E(X3)  p+p+3u

E(fin) = E( - - -

(logo [ips é centrado, ou ndo enviesado, pelo que A3 esta correcta e A4 nao estd)

P
3

X1+ X +X3) VXD +VXR)+ V(X))  o?+0%+0°

V(”]):V( 3 9 9

X1+ Xo +3X3) VXD +VXR)+9V(X3)  o?+02+90% 1lo? o
5 - 25 - 25 25 73

0 que mostra que A5 estd incorrecta e A6 estd correcta. Por outro lado, um estimador é tanto mais eficiente
quanto menor for a sua variancia, pelo que A7 esta correcta e A8 estd incorrecta.

V(i) = V(
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Pergunta 6 (corrigida) 4 valores ‘

Num estudo sobre a eficiéncia de um servidor de base de dados, admite-se que o tempo (em
microssegundo, us) entre pedidos sucessivos segue uma distribuicdo Exponencial de parametro 1 > 0
desconhecido. Para uma concretizagdo de uma amostra aleatéria de X com dimensdo n = 400, a soma
total dos tempos entre chegadas foi de 80us.

(a) Determine um intervalo de confianca aproximado a 95% para a taxa média de chegada de pedidos, A  (2.0)
(em pedidos/us).

¢ X = tempo entre as chegadas de pedidos sucessivos (em (s)
X ~ Exponencial(1), com E(X) =1/1e Var(X) = 1/22, A desconhecido, n = 400 = 30
¢ Obtencao de IC aproximado para A

1. Selecao da v.a. fulcral para A i
Pelo Teorema do Limite Central: Z = }\(/%l =AX-1)vn<N©O1

2. Obtencao dos quantis de probabilidade

Para um nivel de confianca (1 — @) = 0.95, temos @ = 0.05.
Consultando a tabela da Normal padrao: b, = ®1(0.975) = 1.96

3. Inversao da desigualdade —b, < Z < b,

Pl-ba=(AX-1)Vnsby|=1-a
@P[l—é—“ﬁs/l)_(sl+3—%]=l—a
c»P[—l_bj_(/‘/ﬁsAs—ler}(/‘/ﬁ] ~l-a

4. Célculo do IC a 95% para A

Dados: n=400= \/n=20; X = % =0.2 ms.

IC(A;95%) =

’

1-1.96/20 1+1.96/20 ]
0.2 0.2

0.902 1.098
02 ' 0.2

IC(A;95%) = [ ] = [4.51; 5.49]

(b) No ambito do mesmo estudo, um relatério gerado por um software de diagnéstico apresentou, paraos (2.0)
mesmos dados, um intervalo de confian¢a para A com uma amplitude de 0.8 pedidos/us. Determine
o nivel de confianc¢a aproximado configurado nesse software.

¢ Obtencao do nivel de confianca aproximado:

1. Identificacao da expressdo da amplitude (A)
_ 2b,
A= T
2. Célculo do quantil de probabilidade (bg)
Substituindo os valores conhecidos (A= 0.8, n=400= /n=20¢e X =0.2):

2b 2b 0.8x4
08= —"_©08=—"ob,= -

= 1.6
0.2 x 20 4 2
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3. Determinacdo da probabilidade associada
Consultando a tabela da distribuicao Normal padrao para b, = 1.6:

®(1.6) = P(Z <1.6) =0.9452

4. Célculo do nivel de confianca (1 — a) x 100%
Sendo 1—a/2 =0.9452, temos:

a/2=1-0.9452 =0.0548 = a = 0.1096

1-a=1-0.1096 = 0.8904

O nivel de confianc¢a configurado no software é de aproximadamente 89.04%.

Pergunta 7 2 valores

Num estudo feito a um grupo de 13 nadadoras, relativamente ao nimero de metros que cada um nada por
semana observou-se um desvio padrao amostral s = 5700.

Com base nestes dados teste as hipoteses Hy : 0 = 6500 versus H; : 0 < 6500, considerando um nivel de
significancia de 1%. Indique os pressupostos necessarios para validar o procedimento adotado.

* X: distancia percorrida semanalmente, com pressuposto necessario X ~ Normal(u, 2).

Q2
* (Xp,...,X;) amostra aleatéria de X com concretizacdo n = 13 e s = 5700 e distribuicao SN

0-2
2
Xn-1):
¢ Teste de hip6teses:

1. Hipoteses: Hp : 0 = 6500 versus Hj : 0 < 6500.

(n—1)8?
65002

2. Estatistica do teste: T =

2 _ 12x5700
1‘70 X(12)» cOM valor observado ¢ = o0z =~ 9-2279.

3. Regiao critica (RC) a @ = 0.01: RC¢ = (0, ¢), sendo ¢ = F);zl (0.01) = 3.5706.

12)

4. Conclusdo: Como t =9.2279 ¢ RCy 4, ndo se deve rejeitar Hy a 1%.

Pergunta 8 2 valores ‘

Um engenheiro mecanico estd a calibrar um sensor de momentos para um brago robético industrial. O
objetivo é verificar se o sensor apresenta algum erro sistematico, ou seja, se indica um valor diferente de
zero quando nenhum momento é aplicado. Foram aplicados 12 niveis de momento conhecidos (x, em
N.m) e registradas as leituras do sensor (Y, em N.m). Assume-se que o modelo de regressao linear simples,
Y; = Bo + B1x; + €;, é apropriado. Obtiveram-se os seguintes dados:

12 12
n=12, =50, =508, Y (x;—X*=2400, f;=1.015 Y (yi—§)*=2.50
i=1 i=1

Construa um intervalo de confianca a 99% para o parametro B e use-o para concluir sobre a existéncia, ou
nao, de erro sistematico.

A: IC(Bp,0.99) = (—1.132,1.232) e nao existe erro sistematico
B: IC(fy,0.99) = (—1.132,1.232) e existe erro sistematico

C: IC(By,0.99) = (1.132,2.232) e existe erro sistematico

D: IC(B,0.99) = (-1.631,1.731) e nao existe erro sistematico

Péagina5de 6



¢ Modelo e hipéteses de trabalho: Y; = o+ 1 x; +€;,i=1,...,12, com ¢; iLd N(0,02)
e Método da varidvel fulcral (estimacdo intervalar de By):

1. Variavel fulcral:
Bo - Bo

1 X2 52
\/( n + Z?:lx?_njz ) g

2. Fixado o grau de confianca 1 — a = 0.95, obtém-se a e b tais que

T =

~ Tn-2) = o)

Pla<T<b)=1-a=099 = a=-beb= Fz (0.995) = 3.169

(10)

3. Desigualdade equivalente:

Bo— Bo

1 x2 52
\/( + )

]—CZ

n 2
t:lxi

Pl-b< <b|=0.99

A 1 A 1 i
o Plpo—by||=+ 62<Bo<Potby||=+—" |62|=0.99,
n no Yr, xf-nx?

_m-cz

4. Intervalo aleatério de confianga (IAC) e sua concretizagdo (IC) a 99% para fo:

. 1 X2
TAC(B0;0.99): fo£ b, || =+ =—5—— | 62
n = nx2

IC(0;0.99): 0.05+3.169 x 0.5303 = (—1.631,1.731),

tendo em conta os cédlculos auxiliares abaixo.

A

Bo=7-Hx < Po=50.8-(1.015x50)=0.05

L N 2 o J(L, 502)25
o° = iy 7 . o2 o° = — ~0.5303
= Y2 —nx? n Y (xi—Xx) 12 " 2200) 10

¢ Conclusao: Uma vez que o IC(fp;0.99) contém o valor zero, é razoavel concluir que o sensor nao
apresenta erro sistematico significativo.

Pégina 6 de 6



