DM . P 2¢ Semestre — 2025/2026
DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica

[ 16/06/2026
DEMATEMATICA  LEAmb, LEAN, LEGM, LEMat; LEBiol, LEQ; LEIC-A; LEIC-T
TECNICO LISBOA 13:00-15:00

Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca Normal - Versio E

¢ As perguntas com miltiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha unica tém de ser assinaladas na folha de instru¢des distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 3 valores

De uma embalagem de 12 componentes do mesmo tipo, em que 8 delas estdo em perfeitas condi¢ées, sdo
retiradas ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, 3 componentes.

(a) Determine a probabilidade de todas as 3 componentes retiradas estarem em perfeitas condicoes.

(1.5)
Acontecimentos e probabilidades:
F; = i-ésima componente retirada estd em perfeitas condicgoes, i = 1,2, 3.
P(FinF,NF3)=P(F;) x P(F,|Fp) x P(F3|Fi1NF,) = 8 x ! X 6 _1
1NFnk3) =P 2151 31N £2) =35 X 97 % 15 T 55
(b) Determine a probabilidade de a segunda componente retirada ndo estar em perfeitas condigoes. (1.5)

_ _ _ _ _ - 8 4 4 3 1
P(F2) = P(FiNF) + P(FiNF) = P(F1) x P(F2|Fi) + P(F1) x P(Fz|F) = — x —+ =

1211 12 11 3

Pergunta 2 2 valores

Num sistema de transmissao de dados, sao enviados 800 bits através de um canal ruidoso. Cada bit

é recebido incorretamente (erro de transmissdo) com probabilidade 0.0015, independentemente dos
restantes.

* Seja X o ndmero de erros de transmissao em 800 bits enviados.

* O custo associado ao processo é dado por C(X) = X?.
Determine o custo esperado do processo.

A:144 B:1.1982 C:1.2 D:2.6382

X: niimero de erros de transmissao em 800 bits enviados.

Como cada bit pode ser transmitido incorretamente com probabilidade p = 0.0015, independentemente
dos restantes, tém-se n = 800 ensaios de Bernoulli(p = 0.0015) independentes = X ~
Binomial(800,0.0015).

Valor esperado do processo:

E[C(X)] = E(X?) = Var(X)+(E(X))? = np(1- p)— (np)? = 800 x 0.0015 x 0.9985+ (800 x 0.0015)? = 2.6382

Péagina1de6



Pergunta 3 3 valores

Um sistema de detecdo de intrusdo analisa pacotes de dados em blocos de n unidades. Seja Y a varidvel
aleatéria que representa o niimero de pacotes infetados num bloco, seguindo uma distribuicao binomial
Y ~ Binomial(n, p).

(a) Usando a definicao de valor esperado de uma variavel aleatéria, mostre que E(Y) = np. (1.0)

Se Y ~ Binomial(n, p), a sua funcdo massa de probabilidade é fy (y) = (;) p’A-p)" 7Y, y=0,1,...,n,
talque X}, fr () =X}, (;) pY(1-p)*Y =1 (propriedade P1), pelo que

E(Y)

1!
Sh_oyfr = Loy (pra-prY = Z;ﬂ%pﬁl—lu_p)n—y

_ =y-1 _ _ 1
npzz;% (;_})pY—l(l_p)n—l—(Y—l) Z% npz";l:& (nzl)pZ(l_p)n 1-z
2 npxl=np

(b) Sabe-se que o valor esperado de pacotes infetados por bloco é E(Y) = 1.2 eavariadnciaé Var(Y) =0.96. (2.0
Determine os valores de n e p e a probabilidade de um bloco conter exatamente 3 pacotes infetados,
sabendo que o bloco néo estd limpo (ou seja, contém pelo menos um pacote infetado).

Determinacgdo dos parametros 7 e p:
Sabe-se que E(Y)=np=1.2e Var(Y)=np( - p) =0.96, pelo que

0.96 12 1.2
Var(¥)=096=12(1-p) = p=1--—=02 e E¥)=12=np = n=—"=-"=6,
: p

i.e., Y ~Binomial(n =6, p=0.2).
Célculo da probabilidade condicional P(Y =3 | Y = 1):

P(Y=3,Y=1) P =3 Fy(3-Fy(2) 0.9830-0.9011 0.0819

PY=3|Y=1= = = =
P(Y=1) P(Y=1) 1-Fy(0) 1-0.2621 0.7379

~0.111

Pergunta 4 2 valores

Suponha que numa regido sismica os grandes sismos ocorrem ao longo do tempo segundo uma distribuicdo
de Poisson(A = 3 por ano) e que essas ocorréncias sdo independentes em periodos ndo sobrepostos.
Calcule a probabilidade (aproximada) de em 60 anos a média das ocorréncias de grandes sismos ocorrerem
nem mais de 3.2 nem menos de 2.6.

A:0.7776 B:1 C:0.8144 D:0.0368

¢ X;: numero de grandes sismos na regido sismicano ano i, i = 1,...,60.

X = % z?ﬁl X; é amédia das ocorréncias de grandes sismos em 60 anos.

Se X; ~Poisson(A =3), E(X;) =2=Var(X;), Vi (i.d.) e Xj,..., Xg independentes (ind.),

QU

i.

E(X) = gEXY, Xi) = 5 132, B = 4% 60x3 =
Var(X) = (gp)?Var (T2, Xi) "= (5)° L52, Var(X:) "= (g5)* 60 x 3= &5
. = 5 2 d _ X3 a
Para grandes amostras (n = 60), pelo T.L.C., X ~ N(3,3/60), i.e., Z W N(0,1).
P26<X<32) =~ P ( b= — ) = P(~1.7888 < Z < 0.8944) = Fy0.1)(0.8944) — Fy(o,1)(—1.7888)
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Pergunta 5 3 valores

Um engenheiro informdtico estd a analisar o tempo de resposta de um novo servico de autenticacao, tendo
concluido que esse tempo, X (em milésimos de segundo), € uma varidvel aleatéria continua, com a seguinte
funcdo densidade de probabilidade,

flA) = Ae M2 y>92  A>o0.

Selecionados aleatoriamente 4 pedidos de autenticagdo, observaram-se os seguintes tempos de resposta:
(2.1252,2.0524,2.0598,2.1359). Use essa amostra para calcular uma estimativa de méxima verosimilhanca
de A e da probabilidade de X exceder 2.2 milésimos de segundo.

¢ Seja (Xi,...,X;) uma amostra aleatéria de X.

¢ Método da maxima verosimilhanca (estimacdo de A):

1. Funcgoes de verosimilhanca e de log-verosimilhanca:

.. n n n
LAIX) = x(xIA) iid. HfX(xiM) = HAe—A(xi—Z) = e Alin (xi=2)
i=1 i=1

InL(A|x) = nlnA—2A (Z(x,- —2))

i=1

2. Maximizacao de In L(1|x), com A a denotar a estimativa de MV de A:

d n <& A n 1
— InL(A|x) =0 © ——) (x;,-2)=0 => A= = —
dr A=A A ,;1 l Yri(xi—2) x-2
& In L(A|x) <0 = " <0 (A éponto de maximo)
—3 X -= i
dA? A< iz P

¢ Concretizacao, estimativa de méaxima verosimilhanca de A:

Usando a amostra (2.1252,2.0524,2.0598,2.1359), comn =4 e X = % | xi = 2.0933, conclui-se que
a estimativa de méaxima verosimilhanca de A é

A 1
A= —"—=10.72.
2.0933 -2

* Pela propriedade da invaridncia dos estimadores de méxima verosimilhanca, a estimativa de
maxima verosimilhanca de P(X >2.2) = [, Ae 1D dx = —e M|, = 7021 ¢

P(X>22)=e 02} = 02410722 117

Pergunta 6 2 valores ‘

Admita que a variavel aleatéria X, que representa o comprimento de uma componente mecanica (em mm),
pode ser modelada por uma distribuicio Normal de média u e variancia o2, sendo ambos os parametros
desconhecidos. Com base na concretizacao de uma amostra aleatéria (Xj,..., X15) que resultou em:

16 16
Y x;=320 e ) x7=7000,
i=1 i=1

indique um intervalo de confianca a 95% para o desvio padrao do comprimento de uma componente
mecanica:

A: (4.671,9.789) B:(21.828,95.816) C: (4.522,10.477) D:(5.011, 8.528)
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¢ Seja (Xj,..., X;;) uma amostra aleatéria de X ~ N(u,o 0?) e asua concretizagdo para n = 16 conduziu

16 .12
a: 1% x; =320 e X18, x? = 7000, implicando 5> = iy (19, 2 - 21350 ) = 40,

e Método da variavel fulcral (estimacgdo intervalar de o):
Rz 3 (n-1)8° 1)5 2
1. Variével fulcral: W = = )((n 1y = X(s)

2. Fixado um grau de confianca 1 — a = 0.95, obtém-se a e b tais que

Pla<W<b)=1-a=09 = a= F (0.025) =6.262 e b= F (0.975) = 27.488

(15) (15)

3. Desigualdade equivalente:

_ 2 2 2
P(a =15 )S b) 095 o P \/(" DS \/(" DS 095

4. Intervalo aleatério de confianga (IAC) e sua concretizacdo (IC) a 95% para o:

_ 2 _ 2
TAC(0:0.95): \/(n DL ,wn ;)S ) IC(0;0.95):(\/15X40,\/15X40)=(4.671,9.789)

b 27.488 6.262

Pergunta 7 3 valores

Considere que a voltagem a saida num circuito elétrico segue uma distribuicdo normal com desvio padrao
igual a 1.1. Em condic¢Oes regulares espera-se desta voltagem um valor igual a 120.

(a) Numa amostra independente e identicamente distribuida de 40 medi¢6es da voltagem neste circuito, (2.0)
obteve-se uma média igual a 120.4. Com base nesta amostra avalie se o circuito encontra-se a
funcionar dentro da regularidade, considerando um nivel de significancia de 10%.

¢ X:voltagem a saida de circuito elétrico, com X ~ Normal(y, g% =1.1%).

* (Xi,...,X;) amostra aleatéria de X com concretizacdo n = 40 e X = 120.4 e distribuicdo
amostral X ~ Normal(y, o2/n), sendo o%/n =1.12/40.

¢ Teste de hip6teses:
1. Hipdteses: Hy : p =120 versus Hj : p # 120.

—120 _ 1204-120
2. Estatistica do teste: T = 11 W N(O 1), com valor observado ¢ = S 2.2998.

3. Regido critica (RC) a @ = 0.1: RClo% = (—00, —¢) U (¢, +00), sendo ¢ = ®~1(0.95) = 1.6448.

4. Conclusao: Como t = 2.2998 € RCjo%, deve-se rejeitar Hy a 10%, o que indica que o circuito
ndo se encontra a funcionar dentro da regularidade.

(b) Tendo em conta o cendrio da alinea anterior, calcule a probabilidade dos erros: (1.0)

* de 12 espécie (rejeitar Hy quando H, é verdadeiro),

* de 22 espécie (aceitar Hy quando Hj € falso)

para o teste de hip6teses Hy : u =120 versus H; : p = 120.5.
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Sejam « e f as probabilidades do erro de 12 e 22 espécie, respetivamente, com hipdteses Hy : pt =
120=pp e Hy : p=120.5= y;.

@ = P(Rejeitar Ho| Hy verdadeiro) = P (| f/‘\j‘% > 1.6448|X ~ N(120, 1.12))
= 1—(P(1.6448) —D(—1.6448))=1-0.9=0.1

B = P(Aceitar Hy| H, verdadeiro) = P (| X—pto < 1.6448|X ~ N(120.5, 1.12))

olyn

- P(—1.6448\% o< X <1.6448 % +,u0|X~N(120 5,1. 12))

= Ho—t —H _ Ho—fh
= P( o 16448_U/f< /f+16448|X N(120511))

= @(—-4.5196) —P(-1.2299) = 0.1094 -0 =0.1094

Alternativa (teste unilateral): Para a regido critica RCjgy = (b,00), onde b = ®1(0.90) =1.28,

a = P(flfeRClo%p ,u0_120) P(X/\ﬁ>128|p_120)_1 ®(1.28) = 0.1
- p(a/fe:Rcm%u w1 =1205) = P(X/ﬁ<128)u—1205)
— X 120 1205
- P(X<128f+120|u—1205) P(Et <128+ 2021205 ’,u—1205)
= ®(-1.5933) = 0.0555
Pergunta 8 2 valores

No controlo de qualidade de uma linha de producao, estuda-se o tempo de secagem de uma componente
eletrénica, X, em horas. Admita que X é uma varidvel aleatéria continua com a seguinte funcdo densidade
de probabilidade:

1
X)=—x, 1<x<b5.
fx(x) B

Uma amostra de n = 100 componentes foi recolhida e os tempos observados foram agrupados na tabela
abaixo:

Tempo de secagem (horas) 11,3 [3,4[ [4,5]
Frequéncia absoluta observada (o;) 36 33 31

Averigue o ajustamento dos dados a este modelo tedrico, indicando o valor-p aproximado do teste.

A:0.8984 B:0.3978 C:0.6054 D:0.0033
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e Como fx(x) = ﬁx, para 1 < x <5, entdo a func¢ao de distribuicao de X é:

x“—1
1 24

,1<x<5b

¢ Teste de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson (n = 100, k = 3):

1. Hipéteses: Hy: fx(x) = éx versus Hj: fx(x) # ﬁx, 1<x<5.

(0i=E)* a

2. Estatistica do teste: T = Z?zl E 5 )(%2)-
! 0

As probabilidades de cada classe, sob Hy, sao p? = Fx(lim.sup) — Fx (lim.inf):

2_
- pI=Fx(3)-Fx(1) =37 =2 ~0.3333
2_
- py=Fx@)-Fx3) =41 -8 =L ~0.2917

- pY=Fx(5)-Fx(4)=1-1571 =2 =0.3750

i classe(x); o0; E;=100xp? %
1 11,3[ 36 33.3333 0.2133
2 [3,4] 33 29.1667 0.5038
3 [4,5] 31 37.5000 1.1267
total 100 100 t~1.8438

3. Valor-p: P =P(T =1.8438|Hp) = 1 — Fx(zz) (1.8438) =1-0.7022 = 0.3978. Note-se que P € (0.3,0.4) =
(1- FX%Z) (2.408),1 - FX(ZZ) (1.833)).

4. Conclusao: Como valor-p = 0.3978, ndo se rejeita Hy para os niveis de significancia usuais (a =
1%,5% ou 10%).
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