DM 20 Semestre — 2025/2026

DEPARTAVENTS Probabilidade e Estatistica 16/06/2026

DE MATEMATICA LEE, LERC; LEEC

TECNICO LISBOA 10:30-12:30
Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca Normal - Versdo A

¢ As perguntas com miltiplas op¢des tém apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as perguntas de escolha unica tém de ser assinaladas na folha de instru¢des distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes perguntas.

’ Pergunta 1 2 valores

Um sistema em paralelo com 3 componentes do mesmo tipo funciona se pelo menos uma das componentes
funcionar. Sabendo que as componentes funcionam (ou nao) independentemente umas das outras e que a
probabilidade de cada componente funcionar é 0.8, a probabilidade do sistema funcionar é:

A:0.018 B:0.488 C:0.512 D:0.992

Acontecimentos e probabilidades:
F = sistema funcionar, F; = componente i funcionar, P(F;) =0.8,i=1,2,3.

P(FLUFRUF;) = 1-P(FinF,NE) ind. 1— P(F)) x P(F,) x P(F3)
iden.

1-(1-P(F) x(1-P(F))x (1-P(F3) “E" 1-1-0.8)° = 0.992

P(F)

Pergunta 2 3 valores

Numa unidade industrial, uma méquina produz pecas metdlicas em lotes de pequena dimensdo. No final
de cada lote, € feita uma inspecao de qualidade a 3 caracteristicas criticas da peca: espessura, didmetro e
acabamento superficial. Com base em dados histéricos, sabe-se que o nimero X de caracteristicas ndo
conformes detetadas numa peca escolhida ao acaso tem a seguinte funcdo massa de probabilidade:

x | o 1 2 3
P(X=x)|072 018 0.08 0.02

(a) Mostre que a varidncia do nimero de caracteristicas ndo conformes detetadas numa peca é maior do (1.5)
que quer o seu nimero modal quer o seu nimero mediano.

X: nimero de caracteristicas ndo conformes detetadas numa peca.
» Var(X) = E(X*)—(E(X))? = (0.18+4x0.08+9x0.02) — (0.18+2x0.08+3x0.02)? = 0.68—0.4 = 0.52
¢ Moda(X) =0 pois maxy, P(X = x) = P(X =0) =0.72
¢ Mediana(X) =0 pois Fx(0) =0.72=0.5e P(X=0)=1=0.5.

Portanto, Var(X) > Moda(X) = Mediana(X).

(b) Cada caracteristica ndo conforme obriga a uma operacao adicional de retrabalho com custo de 4 (1.5)
euros, e sempre que a peca apresenta pelo menos 2 caracteristicas nao conformes é ainda necesséria
uma inspecao final extraordindria com custo adicional de 3 euros.
Seja C o custo adicional de processamento de uma peca escolhida ao acaso. Determine a funcao de
probabilidade de C e calcule o respetivo valor esperado.
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C: custo adicional de processamento (em euros).
Note-seque C=0 (X=0),C=4(X=1),C=2x4+3=11(X=2)eC=3x4+3=15(X=3).

Funcao de probabilidade de C:

c | o 4 11 15
P(C=0¢)[0.72 0.8 0.08 0.02

Valor esperado de C:

E(C)=0x%x0.72+4x0.18+11 x0.08+15x%0.02=0+0.72+0.88 + 0.30 = 1.90 euros.

Pergunta 3 3 valores

O erro de cada medicdo, X (em mm), realizada por um sensor de precisdo segue uma distribuicdo uniforme
continua no intervalo [-a, ], com a > 0. Sabe-se que a variancia deste erro é Var(X) = 3 mm?. O sensor é
classificado como instédvel se o valor absoluto do erro cometido numa medicgdo for superior a 0.6 mm.

(a) Determine o valor de a e calcule a probabilidade de uma medic¢ado resultar num estado instavel. (2.0)
Obtencao do parametro « da distribuicao uzniforrnze continua:
2
Se X ~U(-a,a), entdo Var(X) = W = % =,
Como Var(X) = 3, entao %2 =3 < a’=9 = a=3.
Célculo da probabilidade de uma medic¢ao resultar num estado instével, i.e., P(| X| > 0.6):
_ _ 06 1 7. _ 0.6 _ 0.6 _ (=0.6Y) _ _
P(1X|>0.6)=1-P(-0.6<X<0.6)=1— [Coczdx=1-[5] . =1-(F - () =1-02=08.
(1.0)

(b) Considere uma série de 4 medicdes independentes. Determine a probabilidade de pelo menos 3
serem classificadas como instaveis, sabendo que pelo menos uma delas apresenta essa condicao.

Se Y é o niimero de medicdes instaveis em 4 ensaios de Bernoulli(0.8) independentes’, tem-se que
Y ~ Binonial(n =4, p = 0.8).

P(Y=3,Y=1) P(Y=3) 1-Fx(2) 1-0.1808 0.8192
P(Y=3|Y=1)= = = = = ~ 0.8205
P(Y=1) P(Y=1) 1-Fx(0) 1-0.0016 0.9984

Pergunta 4 2 valores

Numa unidade industrial, o tempo de processamento de cada peca numa determinada mdaquina segue
uma distribuicdo normal com média 12 minutos e desvio padrao de 1.5 minutos. Suponha que os tempos
de processamento de pecas diferentes sdo independentes. Sejam X; e X, os tempos de processamento de

duas pecas escolhidas ao acaso.
Calcule a probabilidade de o tempo total de processamento das duas pecas exceder 26 minutos.

A:0.1729 B:0.2524 C:0.1241 D:0.8759

T = X; + X»: tempo total de processamento das duas pecas.

pr = E(T)=E(X;+X2) = E(X) + E(Xy) £ 12+12=24
0% = Var(T)=Var(X;+X) & Var(x)) + Var(X;) £ 152 +1.52 = 4.5

Propriedade reprodutiva da distribui¢do normal:
Como T é uma soma de varidveis aleatérias normais independentes, T ~ Normal(ur = 24, 02T =4.5).
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Célculo da probabilidade P(T > 26):

P(T > 26) —P(Z> 2624
Va5

onde Z = (T — ) /4/0% ~ Normal(0, 1).

) =P(Z£>0.9428) =1-Fz(0.9428) =1-0.8271 = 0.1729

Pergunta 5 3 valores

Numa unidade de refinagdo, um engenheiro quimico estd a monitorizar a eficiéncia de um novo catalisador
num certo tipo de reator. Sabe-se que, devido a variacdes térmicas microscépicas, o catalisador pode sofrer
epis6dios de desativagdo pontual e que o niimero desses episodios por unidade de volume (X) segue uma
distribuicao de Poisson com parametro A. Com o objectivo de estimar A, o engenheiro recolhe uma amostra
aleatéria do nimero de epis6dios em 7 unidades de volume independentes, Xi, X», ..., Xj.

(a) Mostre que o estimador de méxima verosimilhanca de A é a média amostral, X = Z?Zl X;/n.

¢ Seja (Xi,...,Xy) uma amostra aleatéria de X ~ Poisson(A), onde X é a varidvel aleatéria que
representa o nimero de epis6dios de desativacao pontual por unidade de volume.

e Método da maxima verosimilhanca (estimacao de A):

1. Funcodes de verosimilhanca e de log-verosimilhanca:
id n n e—/l)tx,- e—n/l/l):lf‘zlx,-
LA = &) ] el = [[— == —=
i=1

. .|
=1 Xi: j=1 Xi:

InL(AIX) = —nA+ (Z x,-)ln/l— Zln(xi!).

i=1 i=1

2. Maximizacio de In L(A|x), com A a denotar a estimativa de MV de A:

d nox; . nox
— InL(A|x) =0 < —n+£:0 = A:Z"l ‘=%
A 1=1 A n
d2 E:?_lxi N .
FTH InL(Alx)] <0 = —? <0 (Aépontode maximo, supondo que 2?21 x; >0)
A=A

3. Estimador de maxima verosimilhanca (EMV) de A:

EMVA) =X (média amostral).

(b) Numa inspec¢do a 5 unidades de volume foram encontrados os seguintes epis6dios de desativacao
pontual: (2,4,3,1,5). Qual é a estimativa de maxima verosimilhanca de P(X = 3)?
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Pretende-se estimar

2

2
P(X23):1—P(X:0)—P(X:1)—P(X:2):l—e_’l—)Le_/l—%e_’lzl— 1+A+%)e“.

Usando a amostra (2,4,3,1,5), com 7 = 5, conclui-se que a estimativa de méxima verosimilhanca de

Aé

Yo %i _ 15
5 5

A=

3,

e que, pela propriedade da invariancia dos estimadores de méxima verosimilhanca, a estimativa de
maxima verosimilhanca de P(X = 3) é

~ A%) 32
P(X23)=1—(1+A+?)e—1=1—(1+3+?)e‘3=0.5768.

Pergunta 6 3 valores

Admita que o comprimento de uma componente eletrénica segue uma distribuicao normal com desvio-
padrdo o = 0.5 mm. Pretende-se estimar o comprimento médio populacional, y, através de um intervalo
de confianga a 99%.

(a) Construa um intervalo aleatério de confianca a 99% para u, considerando que (Xi,...,X;) é uma (1.5)
amostra aleatéria do comprimento X de uma componente eletrénica, com média amostral denotada
por X.

¢ Método da variavel fulcral (estimacdo intervalar de u):
X—p
0.5/v/n
2. Fixado um grau de confianca 1 — a = 0.99, obtém-se a e b tais que

1. Variavel fulcral: W =

~ N(0,1).

Pla<W<b)=1-a=099 = a=-b e b=zygs=> '(0.995)=2.576
3. Desigualdade equivalente:

X-u - 0.5 - 0.5
P|-2.576< 5 <2.576/=099 o P|X-2576— <pu<X+2576—|=0.99

5/vn vn vn

4. Intervalo aleatdrio de confianga (IAC) a 99% para p:

_ 0.5
TAC(11;0.99) : X +2.576—
It 7

(b) Determine o nimero minimo de medi¢ées independentes que devem ser realizadas para que a (1.5)
amplitude do intervalo de confiang¢a ndo seja superior a 0.2 mm.

i) Identificacao dos parametros e da condicao da amplitude:
Dados: 0 = 0.5 e nivel de confian¢a ao nivel 1 —a =0.99 — a =0.01.
A condicado imposta para a amplitude (A) é A < 0.2. Sendo a amplitude definida por A =
2Z1—q/2 \%, temos:

22z 9950.—5 <0.2
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ii) Determinacdo do quantil e calculo de n:
O quantil de ordem 1 — /2 = 0.995 é dado por: zg.g995 = ®~1(0.995) = 2.576.

Substituindo na inequacdo:

2.576 )
<02 <= V2 == =12.88 = 1= (12.88)° ~ 165.89

2 25760'5 <02 < 2.576
X Z. — = U.
Vvn n

Como 7 deve ser um niimero inteiro, o nimero minimo de medicdes é n = 166.

’ Pergunta 7 2 valores

Considere que o tempo até alivio (em horas) apds a toma de certo analgésico segue uma distribuicao
Exponencial, tendo sido anunciado pelo fabricante, de parametro A = 0.5. A partir de uma amostra
(independente e identicamente distribuida) de 50 pacientes, obteve-se uma média amostral do tempo até
alivio ap6s a respetiva toma, de 2.3 horas. Com base nesta amostra avalie as hipéteses Hy : A = 0.5 versus
H; : A #0.5, efetuando um teste estatistico apropriado. Indique o valor-p aproximado do teste.

A:0.011 B:0.145 C:0.289 D:0.881

X: Tempo até alivio (em horas), com X ~ Exponencial(A).

(X1,...,X,) amostra aleatéria de X com concretizagdo n=50e X =2.3.

Para grandes amostras (n = 50), pelo T.L.C., X2 N(%, 1/A? ), ie., (X - %)/ % 2 N(,1).

n

Teste de hip6teses:

1. Hip6teses: Hy: A =0.5 versus Hy : A #0.5.

e .p_ X-2 a _ 23-2
2. Estatistica do teste: T = 21750 1, N(0, 1), com valor observado ¢ = T 1.06066.

3. Valor-p: P = P(|T| = |t||Hp) = 2 x (1 — Fn(0,1)(1.06066)) = 2 x (1 —0.8556) = 0.289.

4. Conclusao: Rejeita-se Hy para o nivel de significancia a > 0.289 e ndo se rejeita Hy no caso
contrdrio (& = 1%, 5% e 10%). Ou seja, ha forte evidéncia a favor da hipétese Hy: A = 0.5.

Pergunta 8 2 valores ‘

Na industria aeroespacial, a liga de Aluminio-Litio (Al-Li) é amplamente utilizada em fuselagens devido a
sua baixa densidade e alta resisténcia a propagacdo de fissuras. Um engenheiro de materiais esta a estudar
arelacdo entre a taxa de crescimento de fissuras por fadiga (Y, em mm/ciclo x 10™%) e valor da tensio (x,
em MPay/m). Ap6s a realizacdo de 25 ensaios laboratoriais independentes, prop0s-se ajustar um modelo
deregressao linear simples: Y; = Bo+ 1 x;+¢€;. Os dados obtidos permitiram apurar os seguintes resultados:

25 25
n=25 x=20, y=15 Y (x;—%*=400, B1=0.006, Y (y;—7F)*=0.0106

i=1 i=1

Uma componente critica da asa opera sob um valor de tensdao de xy = 22 MPa+/m. Por normas de
seguranca, a taxa média de crescimento de fissuras esperada para este nivel de tensdo, E(Y|x = 22), deve
ser inferior a 1.61 mm/ciclo x 10~ (hipé6tese alternativa H;). Efectue um teste de hipéteses, ao nivel de
significancia de 0.5%, para verificar se a taxa média de crescimento para xy = 22 é segura, ou seja, se é
significativamente inferior ao valor critico de seguranca de 1.61.

Admita a validade do modelo e as hipdteses de trabalho convenientes.
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A: -20.42 < -2.807 e portanto rejeita-se Hy B:12.4 > 2.807 e portanto nao se rejeita Hy
C: —2.02 < 2.807 e portanto rejeita-se Hy D:30.42 > —2.807 e portanto nao se rejeita Hy

¢ Modelo e hipéteses de trabalho: Y; = 8o+ B1x; +¢€;,i=1,...,25, com ¢; iid N(0,02).

¢ Teste de hipoteses:
1. Hipoteses em teste: Hy: E(Y|x = 22) == 1.61 = py|x=22,H, versus Hy : E(Y|x =22) < 1.61.
2. Estatistica de teste:

Bo + B1X0 — 1Y|x=xo, Ho Bo+P1x22-161 g
Ip = = ~ tn-2) = t3)

1 (= xp)? ) A2 %—22)2
i i S 1, G=22® a2
\/(" i X% 2557 5§85 2052 | ¢

Valor observado da estatistica de teste:

. o A - A - a2 X (yi=9i)?
célculos auxiliares: Bo = jy — 1% = 1.5 (0.006 x 20) = 1.38, 62 = 71253’_2J’ = O‘%OG

ﬁ0+[§1 x22—-1.61 _ 1.38+0.006 x 22 —1.61 - —0.098
1 (x—22)2 ) 1 (20—22)2) 0.0106 0.0048
\/(25 * Z?il(xi—fc)z)a \/(ﬁ + 500 ) 23

3. Regido critica: (Rejeicao de Hy a0.5%) {Tp<a}coma= F;{l (0.005) = _Ft_(213, (0.995) = —2.807

23)

to =

~ —20.42

4. Conclusao: Como fp < a, rejeitamos Hyp ao nivel de significancia de 0.5%. Ou seja, ha forte
evidéncia estatistica, ao nivel de significancia de 0.5%, de que, para o nivel de tensdo operado, a
taxa média de crescimento de fissuras esta abaixo do valor critico de seguranca.
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