DM 12 Semestre — 2025/2026

DEPARTAMENTD Probabilidade e Estatistica 02/02/2026

DE MATEMATICA LEC, LEFT, LEGI, LMAC

TECNICO LISBOA 15:30-17:30
Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca de Recurso - Versdo A

* As questdes de escolha Ginica tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as questoes de escolha tnica tém de ser assinaladas na folha de instrucoes distribuida.

* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes questaes.

’ Pergunta 1 2 valores

Um teste para avaliar o uso de esteroides em atletas profissionais é tal que, a probabilidade do teste
resultar positivo quando administrado a um individuo que tenha tomado esteroides € igual a 0.9, e quando
administrado a um individuo que nao tenha tomado esteroides € igual a 0.01. Considere que, em cada 50
atletas profissionais, um destes toma esteroides.

Qual a probabilidade de um atleta profissional ao acaso ter tomado esteroides, se o seu resultado do teste
for negativo?

A:0.002 B:0.124 C:0.647 D:0.972

Acontecimentos e probabilidades:
E = atleta toma esteroides T = teste positivo P(T|E)=0.9 P(T|E)=0.01 P(E)= %

PET) = P(ENT) _ PENT) _ _ P(E)xP(T|E) )
P(T) ~ P(END+P(ENT) ~ P(E)x(1-P(T|E)+(1—P(E))x(1-P(T|E))
- 5% (1-0.9) 0002 _ 0.002 (02
%X(1—0.9)+%X(1—0.01) 0.002+0.9702 — 0.9722 ~ **
Pergunta 2 3 valores

Uma empresa de prospecao petrolifera constatou que o nimero de novas jazidas comercialmente vidveis
descobertas por ano tem distribuicdo Poisson com pardmetro A e que num ano € tdo provavel encontrar
trés como quatro jazidas nas condicdes indicadas.

(a) Determine A e calcule a probabilidade de a empresa nao encontrar qualquer jazida num ano. (1.5)

X: nimero de novas jazidas comercialmente vidveis descobertas num ano.
. -Aqx
X ~Poisson(1), com P(X = x) = &4 x=0,1,..., 1 >0.

x!

6_1/13 e—/l/’t4
PX=3)=PX=4) < 3l = 7 = A1=4

-4,40

e
P(X=0)= ~0.0183

0!

[SeA=5,P(X =0)=e"=0.0067]

(b) Em 10 anos de prospecao, qual é a probabilidade de haver menos de trés anos em que nao foi (1.5)
encontrada nenhuma jazida comercialmente vidvel? Suponha independéncia de ano para ano.
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W: nimero de anos em que nao foi encontrados nenhuma jazida comercialmente vidvel em n = 10

anos.
Considerando W = Z}gl W;, onde W; sdo varidveis aleatérias independentes com distribui¢do
Bernoulli(p = 0.0183), entdo W ~ Binomial(n = 10, p = 0.0183), com P(W = w) = ;) p*(1 - p)"*~ %,
w=0,1,...,n,0<p<1.

P(W<3)=Fy(2) = (10 Y(1- = =
=Fw(@) = | ']0.0183"(1-0.0183)"" = 0.8312+0.1551 +0.0130 = 0.9993

w=0

[SeA=5, p=P(X =0)=0.0067 e P(W < 3) = Fiy(2) = 0.9999]

Nota: Se ndo determinar A, use A = 5.

Pergunta 3 3 valores

Num laboratério de engenharia fisica, ao analisar uma placa sujeita a forcas em dois eixos, considere que X
e Y representam as forcas medidas ao longo dos eixos x e y, respetivamente.

Suponha que as forcgas estdo sujeitas a variacao devido a fatores ambientais e imperfeicoes do material,
sendo tratadas como varidveis aleatérias continuas com funcao densidade de probabilidade conjunta dada

por:

x+y, se0=x=<1 0=sy=]l,

ﬂmw={

0, caso contrario

i

Determine a covariancia de X e Y e comente a afirmacdo: “as variaveis X e Y sdo independentes”.

¢ Funcoes densidade de probabilidade (f.d.p.) marginais de X e Y

1 1 1 1 1 1
fX(x):f f(x,y)dy:[(x+y)dy:x[ dy+/ ydy=x-1+-=x+—-, 0<sx<1
0 0 0 0 2 2

1 1 1 1 1 1
fy(y)zf f(x,y)dx:f(x+y)dx:yf dx+f xdx=y-1+-=y+-, 0=sy=<l1
0 0 0 0 2 2

¢ Valores esperadosde X, Y e XY:

L 1 1 L 1 1 1 4 3 7
E[X]:f Xfx(x)dx:f x(x+—)dx:f xzdx+f fdx:—+—=—+—:—
0 0 2 0 0o 2 3 4 12 12 12

1
E[Y]=f yfy(y)dy:m:% (f.d.p. de Y éigual a de X)

0
EIXY] = [y Jyxy(x+ydydx= [y y [ +xpdxdy= [} yl(x*/3+x2yi2)1dy

[ i3+ y212)dy = (y*16+ y*/6)|) = (1/6+1/6) = 1/3

e Covaridnciade Xe Y:

1 (7)2_1 49 48-49 1
3 144 144 144

Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y]==--|—
3 12
¢ Independéncia:
Como Cov(X,Y) = —ﬁ # 0, entdo X e Y ndo sdo varidveis aleatérias (v.a.) independentes.
Afirmacao incorreta!
[Em alternatival] Se 3(x, y) € R2: fx,y) # fx(x) fr(y), entdo X e Y ndo sdo v.a. independentes, e.g.,
fG=5#2x2=fxF) x fr(3).
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Pergunta 4 2 valores

O numero de acidentes ligeiros de trabalho por més numa grande fabrica é considerada uma varidvel
aleatéria com valor esperado 2.5 e desvio padrao igual a 3.

Considerando as ocorréncias desses acidentes de trabalho independentes entre si, calcule a probabilidade
aproximada de se observarem mais de 100 acidentes ligeiros de trabalho em 3 anos.

A:0.17 B:0.29 C:0.52 D:0.71

X;: namero de acidentes ligeiros de trabalho només i, i = 1,...,36.

W= Z?gl X; é total de acidentes ligeiros de trabalho em 3 anos.

Considerando E(X;) =2.5e DP(X;) =+/Var(X;) =3, Vi (i.d.) e Xi,..., X35 independentes (ind.),

E(W) =EX® X)) =X EX) 436 x 2.5 =90
Var(wW) =Var(x3 x) "2 y3 var(x;) < 36x9=324

Para grandes amostras (n = 36), pelo T.L.C., W 2 N(90,324), i.e., % 2 N(©,1).

W —-EW) S 100-90
vVar(W) V324

P(W>100)= P =1-Fn,1)(0.5556) =1 - ®(0.5556) = 1-0.7107 = 0.29

Pergunta 5 3 valores

O gerente de uma agéncia de reparacdo de um dado equipamento eletrénico investiga a probabilidade
de reparacdo devida a mé utilizacdo do equipamento. Para esse efeito, 200 processos de reparacdo foram
selecionados aleatoriamente, dos quais 15 revelaram que a avaria foi consequéncia direta de ma utilizacao.

Mostre que o estimador de maxima verosimilhanca da probabilidade de reparacdo devida a mé utilizagao
do equipamento é a média amostral e averigue se esse estimador é centrado.

¢ Seja (Xj,..., X;) uma amostra aleatéria de X ~ Bernouilli(p), onde p é a probabilidade de reparacao
devida a m4 utiliza¢dao do equipamento, e a sua concretizagdao n =200 e le.g(i x; =15.
e Método da méxima verosimilhanca (estimacao de p):

1. Funcdes de verosimilhanca e de log-verosimilhanca:

.. n n
Liplx) = f&xIp) "2 T fxxild) = [ pi = p) =% = pEis i1 — py»Tia &
i=1 i=1

n n
1HL(19IX)=( xi)lnp+(n—2xi)ln(1—p)
i=1 i=1
2. Maximizacao de In L(p|x), com p a denotar a estimativa de MV de p:

n n

d T oxi n=-Y" x; T x;

— InL(p|x) =0 =177 _ i) Xi =0 => p= Zi=l ™ _ 5

dp p=p p 1-p n

—zlnL( %) <0 > - ?zlxi + n_zyzlxi <0 (p épontode maximo)
dp2 p p=p ﬁz (1—]5)2 pep

3. Estimador de maxima verosimilhanca (EMV) de p:

EMV(p)=X (média amostral).
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* Como E(X) =
centrado de p.

T X\ _ Zh B id.
n - n -

"EX) = E(X) = p, entdo EMV(p) = X é um estimador

Pergunta 6 3 valores

Vinte e seis amostras de aco com uma certa percentagem de carbono foram testadas com o objetivo de
determinar o valor da respetiva tensao de rotura, X, expressa em certas unidades. Os dados obtidos foram
tais que

26 26

Y xi=1560 e ) x7=093850.

i=1 i=1
O engenheiro responsével pelo delineamento dos ensaios e pela andlise estatistica dos resultados cré, de
estudos anteriores, que a tensdo de rotura segue uma distribuicio Normal de média y e variancia o?
desconhecidos. Considere que (X,..., X2¢) € uma amostra aleatéria correspondente aos dados em causa,
com média amostral denotada por X.

(a) Construa um intervalo de confianc¢a a 98% para o desvio padrao da tensdo de rotura.

¢ Seja (Xj,...,X;) uma amostra aleatéria de X ~ N(u, o 0?) easua concretizacdo n = 26, Z?Sl s =
26 2
1560 e Z? x = 93850, implicando s> 26 - (Z 2 (Z,=2+6x,)) =10.
e Método da varidvel fulcral (estimacdo intervalar de a):

. 1) s
1. Variavel fulcral: W = & 02) )(%n_l) = )(%25).

2. Fixado um grau de confianca 1 — a = 0.98, obtém-se a e b tais que

Pla<W<b)=1-a=098 = a= F (0.01)=11.52 e b= F (0.99) =44.31

(25) (25)

3. Desigualdade equivalente:

2 2 2
pla<c DS DS b) 098 o P \/(n DS \/(n DS 98

4. Intervalo aleatério de confianca (IAC) e sua concretizacao (IC) a 98% para o

\/(n—l)s2 \/(n—l)Sz)
1AC(0;0.98) : ,
b a

25x 10 25x 10
1C(0;0.98) : (\/ ,\/ ) = (2.375,4.658)

44.31 11.52

(b) No teste das hip6teses Hy : = 50 contra Hj : u > 50, a regra de decisdo para rejeitar Hy é X = 50.8.
Qual a probabilidade de rejeitar incorretamente Hy? Considere agora que a varidncia populacional é
dada poro? =9.

¢ Seja (Xi,..., X;;) uma amostra aleatéria de X ~ N(u, 02 =9) com n = 26.

* Regido critica (rejeicdo de Hp): RC = {X > 50.8}. Regido de aceitacdo de Hy: RA = {X < 50.8}.

P(X =50.8|X ~ N(50,9)) = 1 - Fn(o,1) (50.8—50)

P(Rejeitar Hy| Hy verdadeiro) wee
1-®(1.35) =1-0.913 =0.087

Péagina4 de 6

(2.0)

(1.0)



Pergunta 7 2 valores ‘

Na gestao de um estaleiro naval interessa considerar a diferenca entre a data efetiva de chegada e a respetiva
data planeada dos navios (X, em dias). Foi recolhida uma amostra com a diferenca temporal (em dias)
destes tempos,

Diferenca entre datas de chegada e planeada | ]0,0.4] ]0.4,0.8] ]0.8, 400l
Frequéncia absoluta observada 18 9 3

Averigue se a variavel aleatéria representativa desta diferenca segue uma distribuicdo Exponencial de valor
médio 0.5, recorrendo ao valor-p do teste para essa hip6tese.

A:0.06 B:0.17 C:0.23 D:0.36

¢ Se X ~ Exponencial(1), Fx(x) = P(X < x) = foxﬂte_’“‘du = —e M |g =1-e M, parax>0e A >0,

com E(X)=1/1=0.5,i.e, A =2.
* (Xi,...,Xy) uma amostra aleatéria de X, com n = 30, agrupada em k = 3 classes.
¢ Teste de hip6teses (Teste de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson):

1. Hipoteses: Hy : X ~ Exponencial(A = 2) versus H; : X # Exponencial(A = 2)

2. Estatistica do teste: 5 (01— By

I= Z lTll 50 X%k—l) =Xe)

cujo valor observado é t =2.0141, onde E; = E(O;| Hy) = n p; é na pratica calculado com e; = n x p? =
n x P(X € classe(x);), tendo em conta A = 2 e a tabela auxiliar abaixo.

5.2
classe(x); o0; e;=nx p‘i) (Ul)

i 2

1 10,0.4] 18 16.5201 0.1326
2 10.4,0.8] 9 7.4230 0.3364
3  10.8,+o00[ 7 6.0569 1.5451
total 30 30 2.0141

3. Valor-p: P = P(T = t|Hp) = (1 - FX?Z) (2.0141)) =1-0.6347 = 0.36. Note-se que FX(ZZ) (1.833) =0.6 <
FX%Z) (2.0141) =0.6347 < Fxé) (2.408) =0.7.

4. Conclusao: Rejeita-se Hy para o nivel de significancia a > 0.365 e ndo se rejeita Hy no caso
contrdrio (@ = 1%,5% e 10%). Ou seja, ha forte evidéncia de que a diferenca entre datas de chegada
e planeada ndo segue uma distribuicao exponencial de média 0.5.

Pergunta 8 2 valores

Numa equipa de engenharia informdtica pretende-se estudar o impacto do tempo de processamento de
uma tarefa (x, em segundos) no consumo energético médio (Y, em Watts) de um servidor. Os dados
recolhidos ao acaso em 20 execugdes dessa tarefa foram os seguintes:

n n n n
n=20 Y x;=640 Y y;=3400 ) x7=27480 ) x;y; = 126300
i=1 i=1 i=1 i=1
Admita a validade do modelo de regressdo linear simples, Y = fp + B1x + €, e as hipdteses de trabalho

convenientes.

Indique o intervalo de confianca de 90% para o consumo energético esperado quando o tempo de
processamento € de xy = 30 segundos.

Para os célculos que efetuar considere a seguinte estimativa da variancia do erro aleatério (&) na regressao
linear: 62 = 1000.
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A: (177.3,207.9) B:(152.7,177.3) C:(146.2,170.9) D:(103.9,131.9)

¢ Modelo de regressao linear simples (hip6teses de trabalho):

Yi=Po+Pixi+e;, i=1,...,n

com &; i-id. N(,0%), i=1,...,n.

e Método da variavel fulcral (estimacao intervalar de E(Y|x = x¢ = 30):

1. Variavel fulcral:

(Bo + B1x0) — (Bo + P1x0)
1 (X—x0)? A2
W" + )0

2. Fixado um grau de confianca 1 — a = 0.90, obtém-se a e b tais que

T= ~ I(n-2) = )

Pla<W<b)=1-a=09 = a=-beb=F;"(0.95)=1.734

(18)

3. Desigualdade equivalente:

<b|=09

i (—b - (Bo + B1x0) ; (Bo + B1x0)

< P((Bo+ Prx0) — bk < E(Y|x = x0)) = o + 10 < (Bo + P1X0) + bk) = 0.9

onde k = \/ Z”(x XXO)}'I_Z ) 42, com a estimativa 62 = 1000.
i=1

4. Intervalo aleatério de confianga (IAC) e sua concretizagdo (IC) a 90% para E(Y|x = 30)):
TAC(E(Y|x=30);0.9): (Bo+ p1x30) bk

IC(E(Y|x=30);0.9):(90+2.5x30)+1.734x7.1114 = (152.7,177.3),
tendo em conta os calculos auxiliares abaixo.

& 126300 —-20 x 32 x 170

= =2.5, Bo =170 —2.5 x 32 = 90,
Pr=—7180 20 (32)2 Po

E(Y|x=30)=90+2.5x30 =165,

k= \/[(1/20) +(32-30)2]/(27480 — 20 x 322) x 1000 = 7.11145.
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