DM - g 12 Semestre — 2025/2026

DEPARTAMENTD Probabilidade e Estatistica 19/01/2026

DE MATEMATICA LEC, LEFT, LEGI, LMAC

TECNICO LISBOA 15:30-17:30
Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca Normal - Versdo B

* As questdes de escolha tnica tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serao descontados 0.5 valores.

* Asrespostas as questdes de escolha tinica tém de ser assinaladas na folha de instrucdes distribuida.
* Justificar convenientemente as respostas a todas as restantes questoes.

’ Pergunta 1 (corrigida) 2 valores

Para avaliar a eficdcia do uso de mdscara como protecdo a uma doenca, durante determinado periodo
observou-se que na populacdo em estudo: 30% usou méscara, 20% ficou infetada com a doenca, 10% usou
madscara e ficou infetada com a doenga e 60% nao usou mdascara nem ficou infetada.

Considere um individuo escolhido ao acaso da populacdo. Calcule as probabilidades, de que um individuo
que tenha usado mascara fique doente, e de que um individuo que ndo tenha usado mdscara fique doente.
Acontecimentos e probabilidades:

M = individuo usa méascara P(M)=03 PMnD)=0.1

B = individuo ¢é infetado com adoenca P(D)=0.2 P(MnD)=0.6

. P(DlM):P(I?(%@ =0l =

1
3

P(M) P(M) - 1-03 — 7°

’ Pergunta 2 2 valores ‘

Num estudo suficientemente abrangente sobre o consumo de um medicamento por individuos que
desejam emagrecer, os resultados foram codificados do seguinte modo: consumo =0 (nunca), 1 (ocasional),
2 (frequente). Admite-se que a fungdo de distribuicao do tipo de consumo (X) é definida por

Fx(x)= 0(x<0), Fx(x)=020<x<1), Fx(x)=07(1<x<2), Fx(x)=1xz=2).

Encontre a funcao (massa) de probabilidade de X e averigue se o desvio padrdo do tipo de consumo é maior
do que o seu valor esperado.

Funcdo (massa) de probabilidade de X:

0.2, x=0,
_ 0.5, x=1,
fx)=P(X=x)=PX=x)-P(X<x)=Fx(x)—Fx(x)=
03, x=2,
0, caso contrario.

Valor esperado, E(X), e desvio padrao, DP(X), de X:
EX)=) xfx(x)=0%x0.2+1x0.5+2x0.3=1.1
X
EX®) =) Pfx(x)=0x02+1x05+4x03=17
X

Var(X)=E(X?) -E(X)>=1.7-1.1>=0.49

DP(X)=+/Var(X) =v0.49=0.7
= DP(X)<E(X)
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Pergunta 3 2 valores

Os autocarros da carreira 799 chegam a uma paragem especifica com intervalos de 30 minutos, a partir das
07:00, ou seja, chegam as 07:00, 07:30, 08:00 e assim sucessivamente.

Se um passageiro chega a paragem num instante uniformemente distribuido entre as 07:00 e as 07:30,
determine a probabilidade condicional de que ele espere mais do que 15 minutos por um autocarro,
sabendo que ele vai esperar menos de 20 minutos.

A:2/3 B:1/4 C:1/6 D:1
X: Chegada do passageiro a paragem do autocarro 799.

X ~ Uniforme(0, 30), i.e., fx(x) = %, 0 < x < 30, e 0, no caso contrario.

P10<X<15 [io=dx (15-10)/30 1
P(X <15|X>10) = - - _1
P(X > 10) 301 5~ (30-10)/30 4
10 30
Pergunta 4 2 valores

Considere uma varidvel aleatéria discreta X tal que P(X =0)=0.3, P(X=2)=04e P(X =4) =0.3.

Paracadavalorde X, x=0,2,4: P(Y=1|X=x)=pyeP(Y=-3|X=x)=1-py, onde pp =0.6, p» =0.3, e
ps=0.8.

Calcule o valor esperadode X | Y = -3.

¢ Funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y):

P(X = X) pyx, y=1

P(X:x,Y:y):P(X:x)P(Y:le:x):{
PX=x)(1-py), y=-3.

Ou seja, x| PX=xY=1)|PX=xY=-3)
0[03x06=0.18] 03x0.4=0.12

2]04x03=0.12| 0.4x0.7=0.28
4

0.3x0.8=0.24 | 0.3x0.2=0.06

¢ Funcao de probabilidade condicional de X dado Y = —3:

812 ~0.2609, x=0,
XY =o9 Yo g6087, x=2
T p(y=—3 o046~ 0U8L X=5

0.06 —
906 ~0.1304, x=4.

P(X=x|Y =-3)

onde a funcao de probabilidade marginal de Y = —3 é dada por

P(Y=-3)= ZP(X =x,Y=-3)=0.12+0.28 +0.06 = 0.46
X

¢ Valor esperadode X | Y = —3:
E[X|Y=-3]=) xP(X=x|Y=-3)
X

=0x0.2609+2 x 0.6087 +4 x 0.1304
=1.739.

Pergunta 5 2 valores
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Na producdo de componentes eletrénicas a tensao (em volts) de saida depende de duas etapas: uma
primeira de ajuste inicial de tensdo, representada pela varidvel aleatéria X ~ N(u = 4,02 = 4), e numa
segunda fase um ajuste fino, representada pela varidvel aleatoria Y ~ N(u = 3,02 =9). Considere X e Y
varidveis aleatérias independentes. A tensdo final da componente é dada por W =4X —3Y. A componente
s6 é aprovada se W > 0.

Calcule a probabilidade de uma componente ser aprovada nesta linha de producao.

A:0.859 B:0.719 C:0.543 D:0.281

e E(W)=4E(X)-3E(Y)=4%x4-3%x3=7
e Var(W) in:d' Var(4X)+ Var3Y)=16Var(X)+9Var(Y)=16x4+9x9 =145
¢ Sendo W uma combinacao linear de varidveis aleatérias normais independentes, W ~ N(7,145).

W —-EW) - 0-7
VVar(W) /145

S PW>0)=1-P =1-Fn,1)(—0.581) =1 - P(-0.581) = ®(0.581) = 0.719.

Pergunta 6 2 valores

Num estudo prévio a instalacdo de uma central eélica em determinada regido foram colocadas algumas
questdes a um meteorologista acerca da velocidade minima (X) a que o vento sopra diariamente nessa
regido. O meteorologista suspeita que a fun¢do de densidade desta varidvel aleatéria, em km/h, é:

Deduza a estimativa de maxima verosimilhanca de 6, tendo em conta que 50 observacdes didrias de X
conduziram a Z?gl x; = 200.

A:1 B:2 C:3 D:4
* Seja (Xj,...,X,) uma amostra aleatéria de X com funcao de densidade fx(x) e sua concretizacao
n=50eY x;=200.
¢ Método da maxima verosimilhanca (estimacao de 0):

1. Funcgodes de verosimilhanca e de log-verosimilhanca:

iid. 7> no1 i—1 1\" rrixi—n
100w = o) < [T i) = [ Gewp (-5 = 5 eno =25
i=1 i=1

mox;—-n
InL@|x) = —-nlnd — Zl_lTl

2. Maximizacio de In L(8]x), com 6 a denotar a estimativa de MV de 6:

d n x;—n A~ 1

—InL(Ox) =0 o —Z+Z’_1A—l=0 = O0==|) xi-n|=%-1

do 0=0 0 62 n\i.-1

dZ 2( r.l_ X;i—n) A
—21nL(0|x) <0 => —Ai —1+Z"1—Al)=—£<0 (6 é ponto de maximo)
db 0=0 62 nb 02

3. Estimador de maxima verosimilhanca (EMV) de 6 e sua estimativa (emv):

EMV(@)=X-1 e emV(H)ZJ'c—IZE—l:S.
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Pergunta 7 2 valores

Considere os seguintes resultados de 8 medi¢des da temperatura, X em graus Celsius, a qual um certo
liquido entra em ebulicao.

741 749 750 757 758 750 756 759 = Y% x;=602

Admitindo que aquela temperatura segue uma distribui¢cio Normal (i, 0 = 0.3), construa um intervalo de
confianca a 94% para o valor esperado da temperatura e diga que dimensao deveria ter a amostra para que
a amplitude do correspondente intervalo fosse metade da do anterior.

e (Xi,...,X;;) uma amostra aleatéria de N(,u,(f2 =(0.3), com concretizacao x = % = % =75.25.
e Método da varidvel fulcral (estimacio intervalar de u):

. 2 T G
1. Variavel fulcral: W = T N(0,1).

2. Fixado um grau de confianca 1 — a = 0.94, obtém-se a e b tais que

Pla<W<b)=1-a=094 = b=-a=PFyq,(l-a/2)=Fyl,0.97)=18808

3. Desigualdade equivalente:

- 0.3 - 0.3
X —1.8808 ry <pu<X+1.8808 ry =0.94

4. Intervalo aleatério de confianca (IAC) e sua concretizagao (IC) a 94% para u:

X-u )
P(a< <b|=094 o P
v0.3/8

0.3

Yy =75.25+0.3642 = (74.8858,75.6142)

_ /0.3
TAC(u;0.94): X+1.8808 Y IC(u;0.94) : 75.25+1.8808

¢ ntal que a amplitude do correspondente intervalo fosse metade da do 1C(u;0.94):

2
2x1.8808 x v/0.3 2x0.3642 2 x1.8808 x /0.3
amplitude =2 x 0.3642 = = > n= ( ) ~32

vn 2 0.364

Pergunta 8 2 valores

Uma publicagdo recente numa rede social afirma que metade dos engenheiros recém-licenciados no pais
pretendem seguir estudos no mestrado da sua licenciatura. Numa sondagem encomendada por uma
escola de engenharia foram contactados aleatoriamente 500 engenheiros recém-licenciados, tendo 265
deles indicado que pretendiam seguir estudos no mestrado da sua licenciatura.

Construa um teste de hip6tese para investigar se é razodvel, a luz dos resultados observados na sondagem,
a afirmacdo dessa publicacdo e indique o respetivo valor-p.

X: Indica se o engenheiro recém-licenciado pretende ou ndo seguir estudos no mestrado da sua
licenciatura (x = 1,0, respetivamente).

e X ~Bernoulli(p),onde p=P(X=1)=1-P(X=0),comE(X)=peVar(X)=pl-p),0<p<]1.

(X1,...,X,) amostra aleatéria de X com concretizacdo n =500 e 2?2‘} X; = 265.

Para grandes amostras (n = 500), pelo T.L.C., X4 N(p, p(ln_p) ), ie., \/% 2 N(©,1).
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¢ Teste de hipoteses:

1. Hip6teses: Hp: p =0.5versus H; : p #0.5

- A X-0.5 a ‘ot
2. Estatistica do teste: T = B E N(0,1), com valor observado da estatistica do teste
f— __265/500-05 _ _ 3476

V(0.5%(1-0.5))/500
3. Valor-p: P = P(|T| = |t||Hp) = 2 x (1 — Fnyo,1)(1.3416)) = 0.1797.
4. Conclusao: Rejeita-se Hy para o nivel de significincia a@ > 0.1797 e nao se rejeita Hy no caso

contrério (a = 1%, 5% e 10%). Ou seja, hé forte evidéncia a favor da afirmacdo de que metade dos
engenheiros recém-licenciados no pais pretendem seguir estudos no mestrado da sua licenciatura.

Pergunta 9 2 valores

Num posto de inspecao final de uma fébrica, o nimero de defeitos por aparelho submetido a inspecdo
supostamente segue uma distribuicdo de Poisson de valor médio 2.

Controlos regulares sao necessdrios para avaliar se tal padrdo se mantém. Recolhida uma amostra
(observacoes ao acaso e independentes) de dimensao 50 obtiveram-se as frequéncias absolutas:

Numero de defeitos poraparelho | 0 1 2 3 4oumais
Frequéncia absoluta observada 5 15 13 11 6

Avalie a plausibilidade do modelo padrdo perante a amostra obtida, com um nivel de significAncia de 10%.

¢ X: Namero de defeitos por aparelho. Se X ~ Poisson(A), fx(x) = e*%x’ x=0,1,2,...,1>0.

X!
e (X,...,Xy) uma amostra aleatéria de X, com n = 50, agrupada em k =5 classes.
¢ Teste de hip6teses (Teste de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson):
1. Hipéteses: Hy : X ~ Poisson(A = 2) versus H; : X # Poisson(A = 2)
2. Estatistica do teste:

4 (Oi_Ei)2 a 2 2
Ir= Z E Xe-1) = X

cujo valor observado é ¢ = 1.26, onde E; = E(O;|Hy) = n p; é na prética calculado com e; = n x p? =
n x P(X € classe(x);), tendo em conta A = 2 e a tabela auxiliar abaixo.

i classe(x); o0; ej=nxp! %
1 5 6.767 0.4628
2 1 15 13.534 0.1597
3 2 13 13.534 0.0208
4 3 11 9.022 0.4346
5 >4 6 7.144 0.1820
total 50 50 1.26

3. Regiao critica (RC): Fixado a = 0.1, RCyoy = (g, +00), onde q = F);} (0.9) =7.779.
@)

4. Conclusao: Como ¢t = 1.26 ¢ RCjp%, ndo se rejeita Hy ao nivel de significincia de 10%, i.e., o
modelo padrao (Poisson(A = 2)) é plausivel perante a amostra obtida a 10%.

Pergunta 10 2 valores
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Numa investigacdo sobre erupcdes de um determinado géiser, pretende-se estudar a relacdo entre o tempo
de espera desde a ultima erup¢do (x, em minutos) e a duracdo da erupcao (Y, em minutos). Estes
fené6menos sdo importantes para compreender o comportamento ciclico do géiser. Recolheram-se de
forma aleatéria dados sobre este fenémeno, obtendo-se os seguintes resultados:

n

n n n n
n=20 x;=14172.53 Y y;=697.262 Y x7=10043493 Y y?=24363.99 Y x;y;=494192.8

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Admitindo a validade do modelo de regressao linear simples e as hip6teses de trabalho convenientes, teste
se aduracdo da erupcao nao é significativamente influenciada pelo tempo de espera desde a tltima erupcao
(Hp) e, com base nos seus resultados, indique o respetivo valor-p.

A:0.006 B:0.012 C:0.053 D:0.258

* Modelo de regressao linear simples (hip6teses de trabalho):
Yi=Pfo+Pixi+e;, i=1,...,n

come; " N©,0%), i=1,...,n.
¢ Teste de hipoteses:
1. Hipéteses: Hy : 1 = 0 versus H; : 1 # 0 (regressao significativa).

2. Estatistica do teste: R
p1-0

62
n 2_2
i X;—nx

T = ~ t(n-2) = I
Hy (n-2) (18)

cujo valor observado é t = 3.106, , tendo em conta os calculos auxiliares abaixo.

8 TP Xiyi—nXy 494192.8— 201417233 697262 g 4G9y
1= = =
nx2—nx? 10043493 — 20 (14172332 462.67

i=17%
R Y £ W R
Y yi—ny —pi| ). x; —nXx
i=1 i=1
697.262

=0.2042

1
&2
n-—2

1
=— [24363.99 -20 (
18

2 , 14172.53)?
—(0.2042)* (10043493 — 20 | ————

20
=1.999

3. Valor-p: P = P(IT| 2 |t|lHp) = 2 x (1 — Fy, (3.106)) = 2 x (1 —0.997) = 0.006. Note-se que
Fy,, (2.878) = 0.995 < Fy, (3.106) = 0.997 < Fy, (3.61) = 0.999.

4. Conclusdo: Rejeita-se Hy para o nivel de significancia a > 0.006 (a = 1%,5% e 10%) e ndo se rejeita
Hj no caso contrério. Ou seja, ha forte evidéncia de que a duracdo da erupcao € significativamente
influenciada pelo tempo de espera desde a tltima erup¢ao (regressao significativa).
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