DM 29 semestre — 2024/2025

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 05 107/2025

DE MATEMATICA TODOS 0S CURSOS

TECNICO LISBOA 10:30-12:30
Duracgdo: 120 minutos Exame Epoca Especial

¢ As questdes de escolha multipla tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

* As respostas as questdes de escolha multiplas tém de ser assinaladas na folha de instrugées
previamente distribuida.

* Para as restantes questoes, terd de justificar convenientemente as suas respostas.

* S6 pode sair da sala uma hora apo6s o inicio do exame, devendo nesse caso entregar a sua prova ou
desistir da mesma.

Pergunta 1 2 valores

Um equipamento de detecdo de incéndios tem dois sensores. Suponha que os dois sensores foram
instalados na mesma altura, tém igual prazo de validade e operam de modo independente quer sabendo
que estdo ambos dentro do prazo de validade, quer sabendo que pelo menos um dos sensores esta fora do
prazo de validade. A probabilidade de cada sensor avariar sabendo que ambos estdo dentro do prazo de
validade é 0.01. A probabilidade de cada sensor avariar sabendo que pelo menos um dos sensores esté fora
do prazo de validade 0.5. De acordo com as inspecdes efetuadas, a probabilidade de ambos os sensores
estarem dentro do prazo de validade é de 0.7.

Numa inspecdo em que os sensores sdo testados simultaneamente, a probabilidade de ambos os sensores
estarem avariados é A:0.28505 B:0.07507 C:0.71495 D:0.82493

¢ Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

V = ambos os sensores estao dentro do prazo de validade P(V)=0.7

V = pelo menos um dos sensores esta fora do prazo de validade P(V)=1-0.7=0.3
A; = sensor i avariar P(A;) =?

P(A;|V)=0.01, i=1,2
P(A;|V)=05, i=1,2

¢ Prob. pedida,

Invocando a lei da probabilidade total (LPT) e a independéncia condicional (IC), temos
P(ANA) "' PAINA | V)x P(V)+P(A N Ay | V) x P(V)
& P(AI1V)x P(Ay| V) x P(V) + P(A; | V) x P(A | V) x P(V)

= 0.01°x0.7+0.5* x (1-0.7) =0.07507

Pergunta 2 2 valores

Considere que os aparelhos de radar produzidos por uma dada fédbrica detetam corretamente o alvo com
probabilidade p e operam de modo independente. Seja X a varidvel aleat6ria que representa o ntimero de
aparelhos de radar que detetam corretamente o alvo, em 7 utilizados na identificacao de um alvo.

Qual é amoda de X, atendendoaque E(X)=9.6 e V(X)=1.92?

e V.a.

X = numero de aparelhos de radar que detetam corretamente o alvo em » utilizados...
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¢ Distribuicao

X ~binomial(n, p), onde

) {E(X)=np:9.6 - -
2 VX)=np(1-p)=192 96x(1-p)=1.92c p= 9.6;}5.92 - 08
_96 _ 96 _
n—?—m—lz
p=0.8
e Ep.de X

PX=x)=()p*a-p™** x=0,1,...,n
* Modade X

oo

_ (nfllo) pmu(l_p)n—ma
P(X = mo) = P(X = mo—1) { PO > 1 ) ety 21

P(X=mo-1) — mo—-1
P(X=mo)=P(X=mo+1)

P(X=mo+1) n mo+1 (] _ pyyn=(mo+1)
P—(X:mo) < 1 (mo+1) p p

<
(n’llo) pma(l_p)nfmo = 1

(n—mo) p

- 1)
Gt =1 { mo<(n+1)p=>12+1)x0.8=10.4
(mo+1) (1-p) =1

moznp-(1-p)=12x0.8—(1-0.8) =9.4,

i.e., o nimero modal pedido é mo = mo(X) = 10.

Pergunta 3 2 valores

Suponha que o tempo de vida 1til (em meses) de certo tipo de bateria de automével se distribui segundo
uma lei normal com valor esperado e desvio padrdo iguais a 40 e 4, respetivamente.

Determine a probabilidade de o tempo de vida ttil de uma bateria selecionada ao acaso durar mais de 45
meses, sabendo que o seu tempo de vida ttil excedeu 38 meses.

e V.a.

X = tempo de vida ttil (em meses) de certo tipo de bateria de automovel
¢ Distribuicao

X ~normal(u = 40, 0% =4?)

¢ Probabilidade pedida

P(X >45,X>40) P(X >45)
P(X>38  P(X>38)

_ X—p _ 45-pu 45—
1-p(z =228 < 200 ) 1-0(££)

o

1-p( X < 28] B 1-o(24)

P(X>45|X>38) =

o o o
1-9(1.25) 1-9(1.25 1-0.8944
_ ( ) _ ( ) tabelazs/calc. ~0.1527.
1-®(-0.5) ®(0.5) 0.6915
’ Pergunta 4 2 valores ‘

No desenvolvimento de um sistema de gestdo de trafego de rede, sabe-se que o tempo de resposta do
sistema (X, normalizado em relacdo ao tempo maximo de resposta aceitdvel) e a quantidade de dados
processados (Y, normalizada em relacdo a capacidade maxima de processamento de dados do sistema)
sdo variadveis aleatdrias continuas que afetam o desempenho geral do sistema. As fun¢des de densidade de
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probabilidade conjunta de (X, Y) e marginais de X e de Y sdo dadas por

21+xy), 0<x<le0=<y=<l £2+x), 0=x<1

fx,y(x,y)={ e fx(x)Efy(x)={

0, caso contrario 0, caso contrario.

Sabendo que E(XY) = %, calcule a variancia de (2X +3Y).

e Par aleatorio (X,Y)
X = tempo de resposta do sistema (normalizado)

Y = quantidade de dados processados (normalizado)

¢ V.a. de interesse

2X +3Y = medida do desempenho do sistema

¢ Variancia pedida

Uma vez que V(2X +3Y) = 22V(X) + 3%V (Y) + 2 x 2 x 3cov(X,Y) sdo necessarios alguns calculos
auxiliares que envolverdo a f.d.p. conjunta de (X, Y) e as f.d.p. marginaisde X e Y.

¢ Valores esperados e varidncias de X ede Y

Como X e Y sdo v.a. identicamente distribuidas (X ~ Y), temos

+00
E(X)=E(Y) = f x x fx(x)dx

(e 0]

L2 2 (1 ) 2(, B\ 2( 1
= fxx—(2+x)dx:—f RCx+x)dx=-|x"+—|| ==|1+=-]=—=0.5(3)
0 5 5Jo 5 3/l 5 3 15
+00
EX>)=E(Y? = f xx fx(x)dx
12 2 1 2 (233 M\|' 2(2 1) 11
= fx2><—(2+x)dx:—f (2x2+x3)dx:—(i+x—) :—(— —):—
0 5 5Jo 503  4)|, 53 4) 30
= 0.3(6)

E(X?) - E>(X)

11 (8)% 11 64 165 128 37
— =] == — == - == =0.08(2).
30 (15 30 225 450 450 450

V(X)=V(Y)

¢ [Valor esperado de XY

+00 +00
f f xyx fx,y(x,y)dxdy

Ll 4 4 (11 4 (L[ 52 3.2
ffxyx—(1+xy)dxdy=—ff(xy+x2y2)dxdy=—f (ﬂ+u)
0 Jo S SJo Jo 5Jo \ 2 3

4 (1 2 4 28! 1 1\ 1 4 13
L A R
5o 2" 3 5 (4 9 5

— + —
4 9
e Covarianciaentre Xe Y
cov(X,Y) EXY)-E(X) x E(Y)
13 8 8 13 64

— e e N e e — = ——
45 15 15 45 225
1

225

E(XY)

4
=—x
5

0

¢ Varidncia pedida (cont.)

V2X+3Y) = 4xV(X)+9xV(Y)+12xcov(X,Y)
37 37 1 101
= 4X—+9X —+12X — = —
450 450 225 90
= 1.1(2).
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Pergunta 5 2 valores

O tempo de processamento (X, medido em segundos) de uma certa tarefa num servidor remoto é uma
varidvel aleatéria com distribuicdao uniforme no intervalo [0, 1]. Admita que se realizam sequencialmente n
tarefas com tempos de processamento (Xj, i =1,..., n) independentes e identicamente distribuidas a U.

Obtenha o valor exacto de P(X; + X» > 1.5), tirando partido do facto de

0 x<0
Fx,+x,(x) = x?z 2 O=x<l
e 1-225 1<xs<2

1 x> 2.

Calcule um valor aproximado para P(X; + X, > 1.5), recorrendo ao teorema do limite central, apesar de o
numero de parcelas ser muito inferior a 30. Por ultimo, indique a diferenca (arredondada as centésimas)
entre os valores exacto e aproximado. A:0.11 B:0.12 C:0.01 D:0.76

¢ V.a.; valor esperado e varidncia comuns
X; =tempo de processamento da tarefai, i=1,...,n
n=2

X; &4 X ~ uniforme(0, 1)

E(X) =B =p "o = 1

form. (1_p)2
VX)=V(X)=0?'=" L =L

¢ V.a. de interesse

ST Zl'.’zl X; = tempo total de processamento das n tarefas

¢ Prob. pedida (valor exacto)
2-x?
2

2-1.5)?2
_ ) =0.125.

PX;+Xy,>15) = 1_FX1+X2(1-5) =1- [1—

* Valor esperado e variancia de S,; distribuicdo aproximada de S,

E(Sn) = E(X1, Xi) =X E(X) “S* nEX) = np

X;indep. »
VS =V(ZL, X)) =T e vix) TS nvx) = no?

De acordo com o teorema do limite central (TLC),

Sn—E(Sp) _Sn-nEX) _Sp—np
VV(Sn) vnV(X) vno?

¢ Prob. pedida (valor aproximado)

normal(0, 1).

Apesar de o nimero de parcelas ser inferior a 30, podemos adiantar que
Sn—ny<1.5—nu) TLC (1.5—nu)

P(S, > 1.5) =) = 1-®
no no

1_p(
no?

1.5-2x0.5 bel lc.
= 1-0| 2222 o _pa.22) " 1-0.8888=01112 [‘%%0.1103].

/ 1
ZXE

¢ Valor pedido (arredondado as centésimas)

0.125-0.1112=0.01.

’ Pergunta 6 2 valores

O numero de defeitos por chip (produzidos numa linha de uma fébrica), X, segue uma distribuicao de
Poisson(1), com A podendo assumir os valores 1 (processo de fabrico sob controlo) e 3 (processo de fabrico
fora de controlo).
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Sabendo que uma amostra casual de 30 chips, produzidos sem mudancga do estado de controlo do processo
de fabrico, conduziu a um total de 48 defeitos, determine a estimativa de maxima verosimilhanca de E(X .

¢ V.a. de interesse; f.p.
X = numero de defeitos por chip

-1 A* _
e "5 x=0,1,2,...

0, outros valores de x

fx(x)=P(X=x)= {

¢ Parametro desconhecido e espago paramétrico
A

0={1,3}
¢ Amostra; amostra aleatoria
x = (x1,...,Xn), amostra de dimensao n proveniente de X, onde n=30¢e Z?:l Xx; = 48.

(X1, Xo,..., X;), amostra aleatéria de dimensao n proveniente de X.

¢ Obtenciao da estimativa de MV de A

Serd representada por Aeétal que: L()AL | Xx) =maxyece L(A| x) ouln L()AL | x) = maxyece InL(A | x), onde
L(A| x) elnL(A | x) representam as f. de verosimilhanca e de log-verosimilhanca.

Funcdes de verosimilhanca e log-verosimilhanca

X ind n i~ n n B A/xi _ AZ?zlxi
LAl = fx@ " EP e S [ fxe =] “—.]Z H
i=1 i=1 i=1 e i=1%i*
n n
InL(Alx) = —n)l,+ln(/1)2xi—ln(nxi!)
i=1 i=1

Maximizacao e concretizacao
[Como O é um conjunto discreto, a estimativa de MV de A obtém-se calculando os vérios valores de
InL(A| x), para A € O, e identificando o ponto de maximo.]

A InL(A| x)

1 L(1|x)=-30x1-In(1) x48 -In (T, x;!) = =30 —In (T, x:!)

3 L(3|x)—30x8-In(3) x48—-In (], x;!) = —142.733 - In ([T, x;!)

A inspeccdo da tabela anterior leva a concluir que a fungdo de log-verosimilhanca atinge o maximo
quando A =1, pelo que A = 1.
¢ Qutro parametro desconhecido

Como V(X) = E(X) = A, decorre que h(A) = E(X?) = V(X) + [E(X)]®2 = 1 + A2

o Estimativa de MV de h(A)

Usando o principio de invaridncia dos estimadores (e, bem assim, das estimativas) de maxima
verosimilhanca, decorre entdo que a estimativa de maxima verosimilhanca de E (X?) é:

AN = hh=i+(A)’=1+12=2.

Pergunta 7 2 valores

Uma empresa de engenharia estd a desenvolver um novo material compésito para uso em estruturas
aeroespaciais. Para garantir a qualidade do material, é importante estimar a varidncia da resisténcia
a tensdo do material (em MPa). Assuma que a resisténcia a tensdo segue uma distribuicdo normal e
que foram realizados 20 testes de resisténcia a tensdo, tendo-se obtido uma amostra (x,..., X29) tal que
Y20 xi=5003.5 e Y72 x?=4062131.25.

Ao utilizar-se quantis aproximados as centésimas, o intervalo de confianca a 90% para a variancia da
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resisténcia a tensdao do material é dado por
A:[89474.1,259021.3] B:[88582.0,263820.3] (C:[93244.2,277705.6] D:[103322.8,241234.4]

¢ V.a. de interesse

X =resisténcia a tensao do novo material

e Situacao
X ~normal(y,o?)
1 desconhecido
02 DESCONHECIDO
* Obtencio de IC para o
Passo 1 - Seleccdo da v.a. fulcral para o2

_ (n-1s8*

A ~ X(n—l)

)
Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Como (1 -a) x 100% =90% < a = 0.10, lidaremos com os quantis seguintes:

tabelas/calc.

aq =F7! (a/2)=F7 (0.05) 10.12
n-1) Xa9
ba=Fy (1-a/2)=F; (0.95) tabelasicale. g 1 4

n-1 Xa9)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

-1)8?

P aas%sba]zl—a
(n-18* (n—l)SZ]
————=s0°'s——|=1-¢a

bq aq

Passo 4 — Concretizacao

A expressao geral do intervalo de confianca a (1 — @) x 100% para o é
(n-18 (n-1)8?

bq (2%

IC-a)x100% (07) =

Uma vez que n =20, a =0.10, X = %Z?zlxi = % =250.175 e (n—1)s? = ?:1’6? —nx® =

4062131.25— 20 x 250.175% = 2810380.6375, segue-se
2810380.6375 2810380.6375

’

30.14 10.12

ICoo%(0%) = [ ~ [93244.2, 277705.6]

Pergunta 8 2 valores ‘

Deseja-se testar a resisténcia de um novo tipo de vidro utilizado em janelas de edificios altos. As
especificagdes exigem que o valor esperado da resisténcia do vidro aimpactos seja no minimo de 1500 Joule,
sendo o vidro considerado inadequado caso a sua resisténcia esperada seja inferior a esse valor. Tendo sido
recolhidas 36 amostras do vidro, observou-se uma média de resisténcia ao impacto de 1492.05 Joule.

Teste a hipotese Hy : u = 1500 contra H; : u < 1500, assumindo que a resisténcia do vidro ao impacto possui
desvio padrdo conhecido e igual a 9 Joule e considerando um nivel de significancia de 5%.
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¢ V.a. de interesse

X =resisténcia do vidro ao impacto

¢ Situacao
X ~normal(y,o?)
{4 DESCONHECIDO
0®=92=81

¢ Nivel de significancia

a0:5%

e Hipoéteses
Hy: pp=po=1500
Hi @ p < po=1500

¢ Estatistica de teste

X -
T = Ho ZHO normal(0, 1)

olvn

* Regido de rejeicdo de Hy (para valores da estatistica de teste)

Como a hipétese alternativa é H; : u < 1500, estamos realizando um teste unilateral a esquerda, logo
aregido de rejeicao de Hy é do tipo W = (—o0, ¢), onde

tabelas/calc.

¢ : P(Rejeitar Hy| Hy) ~ag o c=® (ag) = —d (1 -ag) = -9 1(0.95) —1.6449.

¢ Decisao
O valor observado da estatistica de teste é
. X— o _ 1492.05 - 1500 _

olvn 9/v/36

Como t = 5.3 € W = (—o0,—1.6449), devemos rejeitar a hip6tese nula Hy ao n.s. ag = 5% [ou
a qualquer outro n.s. superior a 5%. Com base na amostra recolhida e atendendo as hipéteses
nula e alternativa, podemos afirmar que o valor esperado da resisténcia do vidro ao impacto é
significativamente inferior a 1500 Joules, ao n.s. de 5%].

-5.3.

Pergunta 9 2 valores

A producdo de grandes transformadores e condensadores elétricos requer a utilizacdo de bifenilos
policlorados (PCB), que sdo perigosos quando lancados no meio ambiente. Uma engenheira do ambiente
conjetura a hipotese Hy de que o nivel de PCB (em partes por milhdo) em peixes de determinado lago é
uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal com valor esperado p = 6 e variancia o2 = 0.09. Teste essa
conjetura com base na seguinte tabela de frequéncias referentes a 200 registos casuais do nivel de PCB.

Nivel de PCB 15.2,5.5] 15.5,5.7] 15.7,5.85] 15.85,6.15] 16.15,6.3] 16.3,6.5] 16.5,6.8]

Freq. abs. observada 9 15 33 76 38 21 8

Freq. abs. esperada sob Hy | 9.56 22.17 29.98 76.58 29.98 22.17 9.56
Indique o valor p aproximado (as centésimas). A:091 B:040 C:0.53 D:0.60

¢ V.a. de interesse

X =nivel de PCB em peixes do lago

e Hipoéteses
Hp: X ~normal(u=6,02=0.09) vs. H:X #normal(u=6,0%=0.09)
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¢ Estatistica de teste

k El)z
Z ~H, X(k 1

onde: k = numerodeclasses = 7; O; = frequéncia absoluta observavel da classe i; E; =
frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.

¢ Regiao de rejeicao de H, (para valores de T)

Ao efectuarmos um teste de ajustamento do qui-quadrado, a regido de rejeicao de Hy é um intervalo
adireita W = (c, +00).

¢ Valor-p aproximado

i Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy  Parcelas valor obs. estat. teste

0; Ei:nxp[i) (OZZE)

2
1 (~00,5.5] 9 9.56 O-938" ~ 0,033
2 (5.5,5.7] 15 22.17 2.319
3 (5.7,5.85] 33 76.58 0.304
4 (5.85,6.15] 76 76.58 0.004
5 (6.15,6.3] 38 76.58 2.145
6 (6.3,6.5] 21 22.17 0.062
7 (6.5, +o0) 8 9.56 0.255
¥ 0;=n=200 ¥ Ej=n=200 t=xk M ~5122

Atendendo a que a regido de rejeicdo de Hy é um intervalo a direita num teste de ajustamento do
qui-quadrado, temos

lc.
valor—p = P(T'>t=|Hp)=1-Fpz (5122) =" 0.528264=0.53.

Por consequéncia, a resposta, das quatro apresentadas, que se coaduna com o valor referido acima
é C:0.53.

[Mais, devemos decidir pela: rejeicdo de Hy a qualquer n.s. ap > 52.8264%; ndo rejeicdo de Hy a
qualquer n.s. ap < 52.8264%, nomeadamente aos n.u.s. (1%, 5%, 10%).]

[Alternativamente, a consulta das tabelas dos quantis de probabilidade da distribuicdo do qui-
quadrado com k — 1 = 7 graus de liberdade permitem concluir que

F2 (0.40) =4.570 < 5.122<5.348= F_ (0.50)

Xa-1 Xa-1

050=1-050 < 1- FXfH) (5.122) <1-0.40 = 0.60.

Logo, devemos: rejeitar Hy a qualquer n.s. @y = 60%; nao rejeitar de Hy a qualquer n.s. @g < 7.5%,
nomeadamente aos n.u.s. (1%,5%, 10%). Deste modo, a resposta correcta é C: 0.53.]

Pergunta 10 2 valores

A percentagem de matéria gorda, x, e a percentagem de residuos sélidos, Y, foram medidas em 16
amostras de leite de vaca. Para analisar a relacdo entre as varidveis, foi considerado um modelo de
regressao linear com Y; ~ normal(f + B1x;,02), i = 1,...,16, independentes. Alguns dos resultados obtidos
nessa andlise sao: X = 3.3313, 7 = 7.6875, ¥.1% x? = 182.6500, X.!% y? = 993.3400, f; = 2.7042, para
[min;=y,.. 16 X;, Max;=1,. 16 Xil = [2, 5].

Obtenha uma estimativa da percentagem esperada de residuos sélidos para um leite com 4% de matéria
gorda. Calcule e interprete o valor do coeficiente de determinacao.
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¢ [Modelo de RLS e hipéteses de trabalho
Y = percentagem de residuos sélidos (v.a. resposta)
X = matéria gorda (variavel explicativa)

indep. .
~P normal(Bo + f1xi,0%), i =1,...,n]

¥
» Estimativa de ), recta de MQ e E(Y|x=4)
Temos
o n=16, %=33313, YI x7=18265 Y x7-nx*=18265-16x3.3313*=5.08904

o y=7.6875, Y y7=993.3400, Y, y?—nj*=993.3400-16 x 7.6875° =47.7775
o By =2.7042.

A estimativa de Sy é

Bo = 7-P1xx=7.6875-2.7042x3.3313 = —1.321;
arecta de MQ e estimativa de E(Y | x = 4) sdo dadas por
7 = Po+Prx=-1321+2.7042x, xe€ [i:r{}i?l6xi, i:r{ff..aﬁex"] =[2,5];
E(Y|x=4) = PBo+4p =9.4958

¢ Coeficiente de determinacao

Yl Xiyi-nky

DA temos

Como B =

2 (EL, xiyi—nkj)

(T 5 —n2) = (2L, ¥F - n3?)

n o x%2—nx?

('51)2 52 ’zll—_
Y, y;i—ny*
, 508904
2.7042° x
47.7775

0.778916.

It

¢ Interpretacdo do coeficiente de determinacao

Cerca de 78% da variacao total da varidvel resposta Y é explicada pela variavel x, através do modelo
de regressdo linear simples ajustado, donde possamos afirmar que a recta estimada parece ajustar-
se bem ao conjunto de dados.
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