DM 29 Semestre — 2024/2025

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 08/07/2025

DE MATEMATICA i .

TECNICO LISBOA LEAer, LEBiom, LEMec; LEE, LERC 15:30-17:30
Duracgdo: 120 minutos Exame de Epoca de Recurso — B

¢ As questdes de escolha multipla tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serao descontados 0.5 valores.

e As respostas as questdes de escolha miltiplas tém de ser assinaladas na folha de instrugées
previamente distribuida.

« Para as restantes questdes, terd de justificar convenientemente as suas respostas.

S6 pode sair da sala uma hora apés o inicio do exame, devendo nesse caso entregar a sua prova ou
desistir da mesma.

Pergunta 1 2 valores

Considere que, em cada dia, um mercado de acdes pode estar num de trés estados possiveis: em alta, em
baixa ou estagnado. Admita que, em qualquer dia, a probabilidade de o mercado estar em alta é igual a 0.1
e que, dado que num dia o mercado estd em alta, a probabilidade de esse estado se manter no dia seguinte
é de 0.8, independentemente dos estados do mercado em dias anteriores.

Calcule a probabilidade de o mercado se encontrar em alta durante 4 dias consecutivos.

¢ Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A; =omercado estiem altanodiai P(A;)=0.1

P(Aj11Ain... A1) =P(A;j;11A;) =038

¢ Prob. pedida

Invocando o lei da probabilidade composta e o facto de P(A;+1 | A;n... A1) = P(Aj41 | A;) = 0.8,
tem-se sucessivamente

P(N_1A) = P(As]lA3nAznAp) x P(As] AxnAy) x P(Az | Ay) x P(Ay)
= P(As4| A3) x P(A3 | Ap) x P(A2 | A1) x P(A1)
= 0.8%x0.1=0.0512.
Pergunta 2 2 valores

Num estudo sobre mutac¢des genéticas, observou-se que a probabilidade de uma mutac¢ado ocorrer numa

geracdo é constante e igual a p = 0.25, independentemente do que possa ter ocorrido nas geragoes
anteriores. Considere que X representa o nimero de geragdes até que a primeira mutagdo ocorra.

O valor esperado de (X24+2X+1) é igual a A:33 B:37 C:21 D:36

e Va.ef.p.
X =numero de geracoes até que a primeira mutacado ocorra
X ~ geométrica(p = 0.25)
P(X=x)=(1-025"10.25 x=1,2,...

Péaginalde9



¢ Valor esperado pedido
Uma vez que E[f(X)] = E(X?>+2X +1) = E(X?) +2 x E(X) + 1, onde
o1 1
E(X) form 1 _ 1 _4
p 025
EX*) = VX +EX)
form. 1—p (1)2 2-p 2-025 175
= + | — = = =] = 28
p2 \p p?2 ~ (0.25)2  0.0625
Logo, o valor esperado pedido é dado por

Elf(X)] = E(X)+2E(X)+1=28+2x4+1=37,

Pergunta 3 2 valores

A duracédo (T, em centenas de horas) de uma componente mecanica de uma maquina industrial, segue uma
distribuicio log-normal com parametros p e 2, o que significa que In(T) ~ normal(y,0?), Para prevenir
falhas, esta prevista uma inspec¢do de manutencao as 200 horas.

Calcule a probabilidade de que uma componente, que foi declarada operacional pela inspecao, dure pelo
menos mais 300 horas, quando p=1.5 e 0 =0.4.

* V.a., distribuicao e f.d.
T = duracao (em centenas de horas)
In(T) ~ normal(u = 1.5,02 = 0.4%)

M7k~ normal(0, 1)

P(T <1)=PlIn(7) <In(p)] = P |04 < 0K _ g |0t ]
¢ Probabilidade pedida

P[In(T) = In(5),In(T) = In(2)]
P(In(T) =In(2)]

P(Tr=2+3|T=2) P[In(T) = In(5) | In(T) = In(2)] =

1—@|nG)-15
PlIn(T) =In(5)] _ 04 | 1-9(0.27) 1-9(0.27)
PIn(T) =zIn@)] 1_g [m(%);l.s] S 1-9(-2.02)  D(2.02)

tabelas, calc. 1-0.6064
0.9783

=~ (0.402331.

Pergunta 4 2 valores

Considere que a variavel aleatéria X assume os valores —1,0e +1 com o seguinte significado:

—1, se o bit foi corretamente recebido como —1
X =140, seosinalfoicorrompido, ndao podendo ser identificado

+1, se o bit foi corretamente recebido como + 1.

Note-se que a variavel aleatéria Y = X? estd associada a correcio da transmissio, assumindo o valor 1 se o
bit foi corretamente recebido e o valor 0 caso contrario.

Ao ter em contaque P(X=-1)=P(X=1)=0.49 e P(X =0)=0.02, ovalor da correlacdo entre X e Y é
igual a A:0.02 B:0 C:0.5 D:0.49
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¢ Ep. conjunta do par aleatério (X,Y):

Y = X?
X | o 1
-1| 0 049
0 002 0
+1| 0 049

¢ Valor esperados, variancias e covariancia

_ _covXY) _ EXY)-EXOxE(Y) .5 - . o
Uma vez que corr(X,Y) = 0T - JVo0<v) a0 necessarios alguns célculos auxiliares

que envolverdo as seguintes func¢des especificadas acima: a f.p. conjunta de (X, Y); as f.p. marginais
de X e Y dadaspor P(X=x)=} ,P(X=x,Y=y)e P(Y =y) =}, P(X=x,Y = y). Importa ainda
notar que, de um modo geral, E[g(X, Y)] =), Zyg(x, ¥) x P(X =x,Y = y). Assim sendo:

1
EX) = ZxXP(X:x)=—1XO.49+0><0.02+1><0.49=0

x=-1

1
E(Y) = EX%=) x*xP(X=x)=(-1)*x0.49+0x0.02+1x0.49=0.98
x=-1
V(X) = E(X*-E*X)=0.98-0"=0.98
1 1

E(Y?%) = Y VY xP(Y=y)= Y yxP(Y =y)E(Y)=0.98
y=0 y=0
V(Y) = E(Y?-E*(Y)=0.98-0.98%=0.0196
1 1
EXY) = ) Y xyxP(X=x,Y=y)=-1x1x0.49+0x0x0.02+1x1x0.49=0
x=-1y=0
cov(X,Y) = EXY)-EX)xE(Y)=0-0x0.98=0.

e Correlacaoentre Xe Y

corr(X.Y) = covX,Y) _EXV)-EQX)xE(Y)_ 0-0x098 _
' VX)x V(Y) VX)x V(Y) v0.98x0.0196

[Alternativamente, quem tiver mostrado que E(X) = E(XY) = 0 e concluido que corr(X,Y) =0
devera ter a cotagdo completa.]

Pergunta 5 2 valores

Admita que o tempo entre duas ocorréncias sucessivas de acidentes rodovidrios, em determinado troco de

uma estrada e no hordrio de maior afluéncia, € uma varidvel aleatéria X exponencial com valor esperado
igual a 25 minutos.

Qual é a probabildade (aproximada) de a média de 30 desses tempos exceder 35 minutos, supondo que tais
tempos sao varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a X.

¢ V.a.; valor esperado e varidncia comuns
X; = tempo entre ocorréncias sucessivas de acidentes nas condigoes referidas, i=1,...,n
n=30

X; "% X ~ exponencial()); E(X)=E(X)=p=25=1"% V(X;)=V(X)=0?=252=625.

¢ V.a. de interesse

x=EaX

EX)=--=EX)=u=25
= 2 2

V)= =2 -5
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* Distribuicdo aproximada de X

De acordo com o TLC,

X-u g4
~normal(0, 1).
olvn 051

¢ Prob. pedida (valor aproximado)

X-u 35—u)
olvn olyn

35-25
TLC 1_(1)(

25//30

P(X>35) = IP(

mbelas/calc

) =1-9(2.19) 1-0.9857 =0.0143.

Pergunta 6 2 valores

A velocidade do vento é frequentemente modelada, em meteorologia, por uma varidvel aleatéria X cuja
funcdo de densidade de probabilidade é dada por

2
X

ﬁ), x=0,
(o)

fx(x)=—= eXp (

onde o é um parametro a estimar.

Deduza o estimador de méaxima verosimilhanca de o com base em (Xj,..., X;), uma amostra aleatéria de
dimensao n proveniente de X.

¢ V.a. de interesse; f.d.p.

X =velocidade do vento
fx(x) = 25 exp (—ZXTZZ) , x=0
¢ Parametro desconhecido

o (0>0)

¢ Amostra; amostra aleatoria

(xb~~,xnﬁ

(X1,...,Xn)
* Obtencao da estimativa de MV de o

Funcao de verosimilhanca

2
; indep. {* Tk L n i x;
fr@ ™ E ] fo o =] e =] %exp(_ﬁ)]
i=1 i=1 i=1

L(o | x)

n
o~ exp( Z i ) |BEZ
i=1
Funcio de log-verosimilhanca

1 n n
InL(c|x) = -2nln(o)- 257 Z X2 + Z In(x;)
i=1 i=1
Passo 3 — Maximizacao

A estimativa de MV de o serd representada por 6 e

dinL ) .
—nd((f@ =0 (ponto de estacionaridade)
A i
o
d*InL .
—r;a(za@ <0 (ponto de médximo)
=6
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_2n 1 n 2 —
& { 5 Tas2i= % =0

2n _ 3 n 2

52 51 lim X; <0

A 1 n 2

0=V &i=1%i

Poxi=3Y" xf=-2%" x2<0 (prop.verdadeira).

Passo 4 — Estimador de MV de o
1 n
EMV(o) = — 5 e
2nim !

Pergunta 7 2 valores

A densidade de determinada solucdo quimica é representada pela varidvel aleatéria X com valor esperado
1 e desvio padrdo o desconhecidos. Foi recolhida uma amostra de 31 frascos dessa solucdo quimica e
medidas as densidades das solucdes, tendo-se obtido a média amostral % = 0.768 e o desvio padrdo
amostral s=0.0231.

O intervalo de confianca aproximado a 99% para u é
A:[0.7566,0.7794] B:[0.4367,1.0990] C:[0.4143,1.1217] D:[0.7573,0.7787]

¢ V.a. de interesse

X = densidade de uma solucao quimica

e Situacao
X com distribuicao arbitréria
u = E(X) DESCONHECIDO

02 = V(X) desconhecida
¢ Obtencio do IC aproximado para

Passo 1 — Variavel aleatéria fulcral para u

X-p
Sivn

Passo 2 — Quantis de probabilidade

£ normal(0, 1)

Dado que (1 — @) x 100% = 99%, usaremos 0s quantis

Plag<Z<by)=1-«a
(ag, ba) :
P(Z<ay)=P(Z>by) =al2
ag = DN (a/2) = —d (1 — q/2) "4PeI%/eale _p 5758
by = 11— a/2) = d1(0.995) "4PelLcale. 5 5o5g.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

X—
P[)_(—bax\/iﬁs,us)_(—aax\% ~l-a

Passo 4 — Concretizacao

Atendendo a expressdo geral do IC aproximado para y,
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ICa-a)x100% (1)

07 (1—a/2) x |,

Vvn

e ao par de quantis acima e ao facto de X = 0.768 e s = 0.0231, temos:

I

ICq9% (1)

I

[0.768 —2.5758 x

[0.7573, 0.77871].

231
= 0.768 +2.5758 x

0.0231

Pergunta 8

2 valores

Um certo procedimento para medir a concentracdo de um dado reagente numa reacdo quimica fornece
valores que se admite terem distribuicdo normal. Para avaliar a precisdao do procedimento, efectuaram-se
10 medicOes independentes tendo-se obtido um desvio padrdo amostral igual a s =0.159.

Teste a hip6tese Hy : 0% = 0.01 contra H; : 0 > 0.01. Obtenha o valor-p deste teste e adiante para que niveis
de significdncia ndo se deve rejeitar Hp.

V.a. de interesse

X =medicao da concentracdo de um dado reagente numa reacao quimica

Situacao
X ~normal(y,o?)
¢ desconhecido

02 DESCONHECIDO

Hipodteses
Hy:0%=03=0.01

Hy:0%>03

Estatistica de teste
(n—-1)8° )

2 “Ho X(n-1)

0

Regido de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)

O teste € unilateral superior (Hj : o%> 0(2)), logo a regido de rejeicdo de Hy é do tipo W = (¢, +o0).

Valor-p e comentario

Atendendo a que s®> = 13832.50, o valor observado da estatistica de teste e o valor-p sdo iguais a

(n-1)s2

(10—1) x 0.1592

0.01
~ 22.753
valor—p = P(T>t|Hp)
= 1-F., (H=1-F.. (22.753) “4%0.0068,
Xn-1 X
é suposto:

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > valor — p = 0.68%, designadamente aos n.u.s. (1%, 5% e 10%)[;

- ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. g < valor — p = 0.68%.]
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[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicdo do qui-quadrado e
adiantar um intervalo para o valor-p:

F'(0.99)=21.67 < t=22753<23.59=F'(0.995)
X(g) X(g)
0.0056=1-0.995 < valor-p=1- Fxﬁg) (22.753) <1-0.99 =0.01
Assim, é suposto:
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = valor — p = 1%, nomeadamente aos n.u.s. (1%, 5% e 10%)|;

— ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. g < valor — p = 0.5%].

Pergunta 9 2 valores ‘

Um engenheiro mecanico pretende averiguar se o numero didrio de acidentes em determinada rodovia
segue uma distribui¢cdo de Poisson com um valor esperado de 0.85 acidentes por dia (hip6tese Hp). Com
base no teste de ajustamento do qui-quadrado e na tabela de frequéncias seguinte referente aos registos de
500 dias selecionados casualmente

Numero de acidentes 0 1 2 3 =4
Frequéncia absoluta observada 220 180 60 30 10
Frequéncia absoluta esperada sob Hy |213.7 181.7 77.2 21.9 5.5

teste Hy ao nivel de significancia de 1%.

¢ V.a. de interesse

X = ntimero diario de acidentes

e Hipéteses
Hj : X ~ Poisson(0.85)
H; : X # Poisson(0.85)

¢ N.s.
ao=0.01

¢ Estatistica de teste
T = k (Oi_Ei)2 a 2
=1l Ei HO X(k_l)

1

onde: k = nimero de classes = 5; O; = frequéncia absoluta observada da classe i;

E; = frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.

* Regido de rejeicao de Hj (para valores observados da estatistica de teste)

Ela é, para o teste de ajustamento do qui-quadrado, um intervalo a direita W = (c, +00), onde

c=F; (1-ap)=Fg (0.99) tabelasicale. y 3 »g.
)

2
(k-1) 4
¢ Decisao

Para o célculo do valor observado da estatistica de teste convém recorrer a seguinte tabela auxiliar:
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i Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy  Parcelas valor obs. estat. teste

. _E:2
o; Ej=nxp’ loiE)
2
10 220 213.7 2202137 ~0.186
2 1 180 181.7 0.016
3 2 60 772 3.832
4 3 30 21.9 2.996
5 =24 10 5.5 3.682
(0i~Ep)*
¥k o0;=n=500 ¥k E;=n=500 =3k | ~10712

Uma vez que t = 10.712 ¢ W = (13.28, +00) ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de 1% [ou a qualquer
outro n.s. inferior a 1%].

Pergunta 10 2 valores

Sabe-se que o tempo de operacdo até falha (Y, em minutos) de uma componente de determinada
maquina esté relacionado com a sua tensao de funcionamento (x). Uma experiéncia envolvendo n = 10
componentes da maquina foi realizada num laboratério para investigar essa relagdo, tendo sido registados
os seguintes valores:

10 10
Y x;=1160; Y x7-n¥*=390; Bo=1240.86; &> =1525.53.
i=1 i=1

Tendo presentes estes valores e as hipoteses de trabalho convenientes, teste a hipétese
Hp:Bo=1100 contra Hj : By # 1100. O valor-p (aproximado as centésimas) deste teste é

A:0.28 B:0.56 C:0.49 D:0.27

¢ [Modelo de RLS e hipéteses de trabalho
Y = tempo de operacao até falha (v.a. resposta)
x = tensdo de funcionamento (variavel explicativa)
Yi=Po+Prxi+e;, i=1,...,n
€; iid. normal(0,6%), i=1,...,n]

* Estimativas de B, §; e 0

e Hipéteses
Hp : o = Po,0 = 2000
Hy : Bo # Po,o

o Estatistica de teste

T= ~H, n-2)

2L, X
\/U (n+ ?:1’“?_”’_52)

* Regiao derejeicao de H, (para valores de T)

Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : o # Bo,0), logo a regido de rejeicdo de Hy é do tipo
W = (—o00,—c) U (c, +00).

* Decisdao (com base no valor-p)

Atendendo aos valores do enunciado, o valor observado da estatistica de teste e o valor-p sdo iguais a
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Bo - Boyo

r =
o L
\/U (n " i xl?—an)
~ 1240.86 — 1100
1 (1160/10)>
\/1525.53 x [ g5+ LISoHI0F |
~ 0.613088.
lc.
valor—p = 2xP(T>|t|| Hy) =2x[1-F,, , ()] =2x [1-Fy, (0.613088)] ‘=" 0.56.

Logo, a resposta correcta ¢ B: 0.56.

[Mais, ndo devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < valor — p = 56%, designadamente aos n.u.s. de
1%, 5% e 10%.]

[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado e
adiantar um intervalo para o valor-p:

F;1(0.7)=0546 < 1=0.613088<0.706=F;
0.7 < Fy, (0.613088) <0.75
05=2x(1-0.75 < valor—p=2x[1-Fy, (0.613088)] <2 x (1-0.7) = 0.6.

,(0.75)

Logo, a resposta correcta é B: 0.56.

[Mais, é suposto ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < valor — p = 50%, nomeadamente aos n.u.s. de
1%, 5% e 10%.]]
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