DM 22 Semestre — 2024/2025

DEPARTAMENTO Probabilidade e Estatistica 04/06/2025

DE MATEMATICA LEEC; LEE, LERC

TECNICO LISBOA 10:30-12:30
Duracdo: 120 minutos Exame de Epoca Normal — A

¢ As questdes de escolha multipla tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serao descontados 0.5 valores.

* As respostas as questdes de escolha multiplas tém de ser assinaladas na folha de instrugées
previamente distribuida.

* Para as restantes questoes, terd de justificar convenientemente as suas respostas.

* S6 pode sair da sala uma hora apo6s o inicio do exame, devendo nesse caso entregar a sua prova ou
desistir da mesma.

Pergunta 1 2 valores

Um sistema de comunicag¢do, com redundancia e constituido por trés canais (1, 2 e 3), esta funcional se
pelo menos um destes trés canais estiver operacional. Cada um dos canais tem probabilidade 0.9 de estar
operacional e os canais estdo operacionais (ou nao) independentemente uns dos outros.

Calcule a probabilidade de este sistema estar funcional. A: 0.270 B: 0.001 C: 0.999 D: 0.730

¢ Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A; =canal 1 estd operacional P(A;)=0.9
Ay = canal 2 estd operacional P(Ay)=0.9

Az = canal 3 estd operacional P(A3)=0.9

¢ Prob. pedida

Ao admitirmos que os eventos A;, A, e A3 sdo mutuamente independentes e P(A;) = P(A2) = P(A3),
a probabilidade do sistema de comunicacao estar funcional é dada por

P(A1U Ay U A3) P(A1) + P(A) + P(A3) — P(A1 N Ap) — P(A1 N A3) — P(A> N A3) + P(A; N Aa N As)
= 3xP(A))-3x[P(A)]* +[P(AD]®
= 3x09-3x09%+0.9°
= 0.999.
[Alternativamente e invocando que os acontecimentos A, A, e A3 sdo mutuamente independentes,
temos P(A; U Ay U A3) = P(Al mAzmAg) —1-P(A; N AN Az) = 1 - P(A) x P(Ay) x P(A3) =
1-[1-P(A)] x[1-P(A2)] x [1-P(A3)] =1-(1-0.9)3 =0.999.]

Pergunta 2 2 valores

Uma empresa de engenharia desenvolve sensores eletrénicos para os quais a variavel aleatéria X,
que representa o numero de ciclos de operacdo até a falha, tem funcdo de distribuicio dada por
P(X <x)=1-0.98% paraxeN, ouseja, X ~geométrica(p =0.02).

Sabendo que um sensor ja funcionou 200 ciclos sem falhar, qual é a probabilidade de 0 mesmo sensor s6
vir a falhar ap6s um nimero adicional de ciclos de operagdo superior a 100 ?
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e Va.ef.p.

X = numero de ciclos de operagdo até a falha do sensor
X ~ geométrica(0.02)

P(X=x)=0.98""1x0.02, x=1,2,...
Fx(x)=P(X=x) =Y _ PX=n=1-(1-p)*=1-(1-0.02*=1-0.98%, xeN

¢ Prob. pedida

P(X>200+100| X >200) = P(X>100)
= 1-P(X=<100)
= 1-Fx(100)
= 1-[1-(1-0.02)'%
= 0.98'%
~ 0.1326,
onde na primeira igualdade se usou a propriedade de falta de meméria da distribuicdo geométrica.

[Alternativamente,

P(X>200+100,X>100) P(X>200+100) 1-Fx(200+100)
P(X >200+100]| X >200) = —

P(X >200) T 1-P(X<200)  1-Fx(200)
1= 11— (1= p)200+100 1 — p)200+100
= 1-1-p) 1_4-p =(1-0.02)'%~0.1326
1-[( - p)2%] (1— p)200
= 1-Fx(100).]
Pergunta 3 2 valores

Suponha que a varidvel aleatéria X representa a temperatura num tinel de vento e possui distribuicdo
normal tal que: o seu quantil de probabilidade 0.5 é igual a 1; e a probabilidade de se obter valores de X
superioresa —2 éiguala 0.7.

Obtenha E(2X?).

e Va.
X = temperatura num tinel de vento

X ~normal(g,0?), onde

o, . ) F¥'05)=1
o9 {P(X>—2):O.7
me(X)=pu=1
1-p(Xt < ) =07

g

o =
I
o -

—

=21y =1-07

(o2

p=1
{ B =971(1-0.7) = -01(0.7) "1 0 5244
— =8 s
g = 05244 — 5.7208.
¢ Valor esperado pedido
EQX%) = 2E(XH)=2x[V(X)+E*(X)]=2x (0 +u?) =2 x (5.7208? + 1%) = 67.4551.
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Pergunta 4 2 valores

Sejam X e Y as varidveis aleat6rias que representam o atraso a partida e

a chegada (em horas e arredondado para valores inteiros) de certo voo Y
de longo curso de uma companhia aérea. Os registos da companhia X0 1 2
mostram que a fun¢do de probabilidade conjunta de (X,Y) é dada pela 001 02 0.1
tabela a direita. 1101 00 03
o 201 01 0.0
Calcule a variancia de (Y | X =0).
¢ Par aleatério
(X,Y), X=atrasoapartida, Y =atraso achegada
¢ V.a.de interesse e f.p.
(Y|X=0)
Dadoque P(X=0)=%,P(X=0,Y =y)=0.1+0.2+0.1 = 0.4, segue-se
01 _1
1" y=0,2
Px=0y=y | 3-% "7
PY=ylX=0) = ———==1 9=} y=I
P(X =0)
0, outros valores de y.
¢ Valor esperado e 20. momentode Y | X =0
2
1 1 1
E(Y|X=0) = Y yxP(Y=y|X=0)=0x-+1x=+2x-=1
o 4 2 4
2 2., o L 5 1 5, 1 3
E(Y?|X=0 = ) y’xP(Y=y|X=0)=0"x—+1"x-+2"x—==
fr) 4 2 42
¢ Variancia pedida
2 2 3 o 1
VY| X=0 = EY°|X=0)-E (Y|X:O):E_1 :E'
Pergunta 5 2 valores

Um sistema automadtico deteta uma peca defeituosa com probabilidade p = 0.85, de forma independente
de peca para peca. Admita que o controlo de qualidade é realizado em quatro fases independentes nas
quais sao inspecionadas 3, 4, 2 e 3 pecas, respectivamente.

A probabilidade exata de que o numero de defeitos detectados no conjunto das quatro fases da inspec¢do
ndo exceda nove é A:0.0922 B:0.9078 C:0.2642 D:0.7358

e Va.
X; =numero de defeitos detectados na fase i da inspecao

¢ Distribuicao e f.p.

indep. | . q
X; L binomial(n;, p), onde ny =3,ny =4,n3=2,n4 =3, p =0.85
¢ V.a.de interesse
X= Z?zl X; =nuamero total de defeitos detectados no conjunto das quatro fases das inspecoes
¢ Distribuicao
Como cada fase é independente e segue uma distribui¢ao binomial com a mesma probabilidade de
sucesso, a propriedade de reprodutividade da distribuicao binomial permite-nos concluir que
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4 4
X=ZXl~~binomial n:Zni=12, p=0.85].
i=1 i=1

¢ Prob. pedida

alc.

P(X<9) = Fx(9 “=70.2642.

[Alternativamente, considere-se Y = 12— X. Entdo: X =Y —12; Y ~ binomial(12,p = 0.15); e a
belas/calc.
prob. pedidaé P(X <9) = P(12-Y <9) = P(Y = 12-9) = 1-P(Y <2) " “"“ €'““"“ 1_0.7358 = 0.2642.]

Pergunta 6 2 valores

Suponha que X representa o tempo até falha (em 103 horas) de um dispositivo elétrico sujeito a falhas
repentinas e possui funcao de densidade de probabilidade e funcao de distribuicao dadas, respetivamente,

por
fen=Y2EE FX(JC)=2—2‘D(\/E),
V2mxz X

para x >0, onde o é uma constante positiva desconhecidae ® denota a funcdo de distribuicao da normal
padrao.

A estimativa de méxima verosimilhanc¢a de P(X =< 1), aproximada as milésimas e baseada numa amostra

casual (x3,...,x,) de dimensdo n=10 etalque Y.” L ~37971,¢é igual a

i=1 x;
A:0.851 B:0.425 C:0.105 D:0.052

¢ V.a. de interesse e f.d.p.

X = tempo até falha (em milhares de horas) de um dispositivo mecanico sujeito a falhas repentinas

_ Voet
fX(x)— \/27)6%’ x>0

e Amostra
X=(X1,...,%,): n=10, i xi ~282.6.
¢ Parametro desconhecido

o (0>0)
¢ Obtencao da estimativa de MV de o

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

Xiindep & Xi~X 1%
Loly = fx@ =P fx e =[] frx
i=1 i=1
B 12[ \/Ee_zzi
i=1 anl.%
_oyn 1
5 (o- )% e 2 ~i=1 x;
— \on

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

1 3 z”:l (xi)

— 2N In(x;:
;25 L

l i=

n
Ly = FIne)-3nen -2 )
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Passo 3 — Maximizacao

A estimativa de MV de o é representada por 6 e

dinL . .
nd ((Tolz) =0 (ponto de estacionaridade) o _lyn 1
/i . 0=0 N 26  24~i=1x;
: d*InL(o|x) 0 d L. _n <o
T Az |,s < (ponto de maximo) 562
OA' = nn 1

i=1 x;

2
1( n 1) (prop. verdadeira)

“2n\%i=1x;

Passo 4 — Estimativa de MV de o

. n 10
G = = =~ 2.633589
n 137971

i=1 x;

¢ Outro parametro desconhecido

h(o)=P(X =1)=Fx(1)=2-2®(y/0)

o Estimativa de MV de h(0)

Ao invocar a propriedade de invariancia dos EMV, concluimos que a estimativa de MV de k(o) é

h(o) = h(6)
- 2-20 (\/E)
- 220 (\/2.633589)
~ 2-20(1.62)
belas, calc.
rabeles cak 4.105.
Pergunta 7 2 valores

Para avaliar a qualidade de microchips produzidos numa fabrica de semicondutores, uma engenheira de
producao selecionou aleatoriamente 400 microchips, tendo verificado que 12 deles ndo cumpriam os
requisitos pretendidos.

Determine um intervalo de confianca aproximado a 98% para a probabilidade p de um microchip nao
cumprir os requisitos pretendidos.

¢ V.a. de interesse

x 1, microchip ndo cumpre os requisitos pretendidos
0, caso contrario

¢ Situacao
X ~ Bernoulli(p)

p DESCONHECIDO
* Obtencao de IC aproximado para p

Passo 1 — Selecao da v.a. fulcral para p

X_
Z = —pﬁnormal(o,l)

/1 X1-X)
n

Passo 2 — Obtencéo dos quantis de probabilidade

Como (1 - a) x 100% =98% < a = 0.02, lidaremos com os quantis seguintes:
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aq = —by
{ tabelalcalc. 23263

by =011 -a/2) =d1(0.99)

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

ag < (X-p)/\/X(1-X)/n< b,

_ X(1-X _ X(1-X
P SRV ESCRE SIS SRPY R Gk S U
n n

Passo 4 — Concretizacao

P ~]l-a

A expressdo geral do intervalo aproximado de confianga a (1 — a) x 100% para p é

x(1-X)
n

T+ M1-a/2)x

ICa-ayx100%(p) =

Ao termos em conta que 7 =400, a=0.02, ®'(1-a/2)=2.3263 e k= %Z?:I X; = % =0.03,

0.03 x (1-0.03) 0.03 x (1-0.03)
0.03-2.3263 x /| —————— ,0.03 +2.3263 x| ———

I

1Cos9
95% (P) 400 400

I

[0.0102, 0.0498].

Pergunta 8 2 valores

Numa fabrica de produtos quimicos, o processo de producdo de um determinado composto envolve a
medicdo da temperatura de reacdo. A temperatura esperada ideal para a reacdo é de 80°C; no entanto,
devido a variacOes no processo, a temperatura real pode variar. Uma amostra casual de 30 medi¢oes de
temperatura foi recolhida, tendo-se obtido X =81.5 e s> =59.741.

Suponha que a temperatura de reacao possui distribuicdo normal, com valor esperado u e desvio padrao o
desconhecidos, e confronte as hip6teses Hp: =80 e H;:p# 80 aum nivel de significancia de 5%.

¢ V.a. de interesse

X =temperatura de reagao
e Situacao

X ~normal(y,o?)

¢ desconhecido

0 DESCONHECIDO

e Hipoéteses
Ho:p=po =80
Hy:p# o

* Nivel de signficancia

ap =0.05
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¢ Estatistica de teste
_L f
S/ \/_ HO (n_l)
* Regiao de rejeicao de H
O teste é bilateral (H; : 1 # o), logo aregido de rejeicao de Hy é do tipo W = (—o0, —c) U(c, +00), com

c: P(Rejeitar H= | Hy) = ag, ou seja,

c=F;' (1-a/2) = F;(0.975) = 2.045.

* Decisao
Atendendo ao valor da média e variancia corrigida amostrais, X = 81.5 e s> = 59.741, o valor
observado da estatistica de teste é igual a

X— o 81.5-80

slv/n /59.741/30

Como t ¢ W = (00, —2.045) U (2.045, +00) hd evidéncia para nao rejeitar Hy ao n.s. de ap = 5% [ou a
qualquer outro n.s. inferior a ay].

r =

Pergunta 9 2 valores

Conjetura-se que a proporcdo de calcopirite (um minério de cobre) nas rochas de uma regido possui fun¢ao
de distribuicdo Fy(x), para 0 < x < 1 (hip6étese Hp). Para avaliar essa conjetura, mediu-se a proporcao
de calcopirite em 60 amostras de rocha recolhidas casualmente por toda a regido e agruparam-se os
valores obtidos em 6 intervalos equiprovaveis sob Hy, o que produziu o seguinte conjunto de frequéncias
observadas: 10, 8, 7, 9, 11, 15.

O valor-p aproximado e arrendondado as centésimas do procedimento adequado para testar a referida
conjetura é igual a A:0.55 B:0.66 C:0.45 D:0.41

¢ V.a. de interesse

X = proporcao de calcopirite na rocha
e Hipéteses

Hy: Fx(x) = Fo(x), x€(0,1)

H, : Fx(x) # Fo(x), para algum x € (0,1)

¢ Estatistica de teste

(o} E,)2 >

k
Z Ho X(k-1)

onde: k = numerodeclasses = 6; O; = frequéncia absoluta observavel da classe i; E; =
frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.

* Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)
Ao efectuarmos um teste de ajustamento do qui-quadrado, a regido de rejeicao de Hy é um intervalo
a direita W = (¢, +00).

e Valor-p aproximado

Importa notar que: Zle 0;=10+8+7+9+11+15=n=60; E; = np? =60 x % =10, dado que as seis
classes sdo equiprovaveis sob Hp.
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Assim sendo, o valor observado da estatistica de teste é
k (0;—Ep)? (10-10% (8-102% (7-10% (9-10% (11-102 (15-10)?
ro= ) = + - - + +
i1 E; 10 10 10 10 10 10
= 0+04+09+0.1+0.1+2.5
= —_ o' |—n
= - ; ]

= 4.

Atendendo a que a regido de rejeicdo de Hy é um intervalo a direita num teste de ajustamento do
qui-quadrado, temos

caic

lc.
valor—p = P(T>t|Hy =1 _FX(ZG—I) (4) ="0.5494 = 0.55.

Por consequéncia, a resposta, das quatro apresentadas, que se coaduna com o valor referido acima
é A:0.55.

[Mais, devemos decidir pela: rejeicdo de Hy a qualquer n.s. ay > 52.8264%; ndo rejeicdo de Hy a
qualquer n.s. @y < 52.8264%, nomeadamente aos n.u.s. (1%, 5%, 10%).]

[Alternativamente, a consulta das tabelas dos quantis de probabilidade da distribuicdo do qui-
quadrado com k — 1 =5 graus de liberdade permitem concluir que

F);zl (0.40) =3.656 < 4<4.351= F);zl (0.50)
( )

6-1) (6-1

050=1-050 < 1- FXﬁH) (4) <1-0.40=0.60.

Logo, devemos: rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = 60%; nao rejeitar de Hy a qualquer n.s. @ < 50%,
nomeadamente aos n.u.s. (1%,5%, 10%). Deste modo, a resposta correcta é A: 0.55.]

Pergunta 10 2 valores

Numa fabrica de processamento quimico, pretende-se estudar a relagdo entre a temperatura de reacao (x) e
uma medida importante para optimizar o processo, a taxa de conversao de um reagente (Y). Recolheram-se
de forma aleatéria dados experimentais conducentes aos seguintes resultados:

Y2 xi=22263, Y30, x2=261933.50, Y20 y;=1002.9, Y7 x;y;=119417.00, 6%=15.918756.

Admitindo a validade do modelo de regressao linear simples, Y = o + f1x + €, e as hip6teses de trabalho
convenientes, obtenha um intervalo de confianca a 95% para o parametro fy.

¢ [Modelo de RLS e hipédteses de trabalho
Y = taxa de conversdo (v.a. resposta)
x = temperatura (varidvel explicativa)

Yi=Bo+Prxi+e;, i=1,...,n, ¢€; i'iéd'normal(o,az), i=1,...,n]
¢ Obtenciao do IC a 95% para S,

Passo 1 — V.a. fulcral para

Bo - Bo A . 1 %2
Z= —— ~fn-2, onde se(fo)=4|0°%|—+—-F——
se(Bo) A A
Passo 2 — Quantis de probabilidade
aa — _ba
ba=F;', (1-a/2)=F;}  (1-0.025/2) “*“'2% 2,101
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Passo 3 — Inversao da desigualdade —b, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-«a

p

P[Bo—ba x se(Bo) < Bo<Po—aaxse(Bo)] =1-a

Passo 4 — Concretizacao

Temos
o n=20
o Z?;lxi =2226.3
-_ 1 _ 22263 _
X = EZI’.lzlx,- = =555 = 111.315

Y., xF=261933.50
nx2_px%=261933.50—20x 111.315% = 14112.9155

i=1"i

[e]

Y7 yi=1002.9

J=+X¥r yi=1929 =50.145

Y, y? =54864.92

Y7 yi—ny® =54864.92 - 20 x 50.145% = 4574.4995

o X1 xiyi—nxy=119417.00-20 x 111.315 x 50.145 = 7779.1865

A _ XL XiYi—nXJ _ 7779.1865
° fr= Y 2-n¥ _ 141129155 =0.551210

o Bo=7-P1xx=50.145-0.551210 x 111.315 = —11.212941,

bem como G2 = 15.918756. E a expressio geral do IC(1—a)x100% (Bo) é dada por [Bo + by x se(Bo)].
Donde,

1 111.3152
ICy5% (o)

—11.212941 +2.101 x 1/15.918756 x (— =
20 14112.9155

[-11.212941 —2.101 x 3.843499, —11.212941 +2.101 x 3.843499]
[-19.288132, —3.137750].

I

I
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