DM 12 Semestre — 2024/2025

DEPARTAMENTD Probabilidade e Estatistica 03/02/2025

DE MATEMATICA LEC, LEFT, LEGI, LMAC

TECNICO LISBOA 10:30-12:30
Duracao: 120 minutos Exame de época de recurso

¢ As questdes de escolha multipla tém uma e apenas uma resposta correta. Caso assinale uma resposta
errada ou mais de uma resposta, serdo descontados 0.5 valores.

e As respostas as questdes de escolha miltiplas tém de ser assinaladas na folha de instrugées
previamente distribuida.

* Para as restantes questdes, terd de justificar convenientemente as suas respostas.

* S6 pode sair da sala uma hora apo6s o inicio do exame, devendo nesse caso entregar a sua prova ou
desistir da mesma.

Pergunta 1 2 valores ‘

Um sistema de iluminacao residencial depende de trés componentes A, B e C, que estdo dispostas em
paralelo e funcionam de forma mutuamente independente. A probabilidade de que a componente A
funcione é 0.95; esta probabilidade € igual 0.97 e 0.99 para as componentes B e C (respetivamente).

Uma vez que este sistema funciona desde que pelo menos uma das suas componentes funcione, qual é a
probabilidade de funcionamento deste sistema ?

¢ Quadro de acontecimentos e probabilidades

Acontecimento Probabilidade

A = componente A estd a funcionar P(A) =0.95
B = componente B estd a funcionar P(B) =0.97

C = componente C estd a funcionar P(C) =0.99

¢ Prob. pedida

Ao admitirmos que os eventos A, B e C sdo mutuamente independentes, a probabilidade deste
sistema em paralelo funcionar é dada por

P(AuBUC) P(A)+PB)+P(C)-P(ANnB)-P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC(C)
= P(A)+PB)+P(C)-P(A)xP(B)—P(A)xP(C)—P(B)xP(C)+ P(A) x P(B) x P(C)
= 0.95+0.97+0.99-0.95x 0.97 -0.95 x 0.99 - 0.97 x 0.99 + 0.95 x 0.97 x 0.99
= 0.999985.

[Alternativamente e invocando que os eventos A, B e C sdo mutuamente independentes, temos
P(AUBUC)=1-P(AnNBNC)=1-P(A) xP(B)xP(C)=1-[1-P(A)] x[1-P(B)] x[1-P(C)] =
1-(1-0.95) x (1-0.97) x (1 —0.99) = 0.999985.]

Pergunta 2 2 valores

Uma empresa organiza regularmente sessdes de apresentacdo de novos produtos para as quais convida
grupos de 20 clientes selecionados ao acaso. Admita que a probabilidade de qualquer cliente assistir a uma
sessdo para a qual foi convidado é igual a 0.6.

Sabendo que dez minutos antes da hora marcada para o inicio da sessdo hd 4 pessoas na sala, calcule a
probabilidade de que menos de 10 clientes venham a assistir a essa sessao.

A: 0.1275 B:0.7514 C:0.2446 D:0.1262
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e Va.

X = ntimero assistentes a uma sessao, em 20 convidados selecionados ao acaso
* Distribuicao e f.p.

X ~ binomial(n = 20, p = 0.6)

P(X=x)=(2)0.6"1-0.6)'% x=0,1,...,20

¢ Prob. pedida

P(4=X<10) PB<X=<9) Fx(9)—Fx() cale 0.127521 —0.000047

P(X=4) 1-P(X<3) 1-Fx3) 1-0.000047
0.1275.

P(X<10|X=4)

1

[Alternativamente, pode recorrer-se aos resultados Y = n— X ~ binomial(n = 20,1 -p = 0.4) e
Fx(x)=P(X<x)=P(Y=n—-X=zn-x)=1-P(Y<sn-x—-1)=1-Fy(n—-x-1) e concluir que

P(X<10| X =4) FxO) - Fx@) _ [D-Fy20-9-DI-[1-Fy(20-3-1] _Fy(16)—Fy(10)

1-Fx(3) 1-[1-Fy(20-3-1)] Fy(16)
Fy(10) tabel 0.8725
_ LyQO) vaetas 08725 _ ) s
Fy(16) 1.0000
Pergunta 3 2 valores

A precipitacdo maxima mensal (em mm) em determinada cidade pode ser considerada uma varidvel
aleatéria X com funcdo de distribuicdo

e
Fx(x)=e , X€eER,

e valor esperado E(X) = a + A x y. Considere, doravante, a =5, 1 =2 e y =0.577216.

Obtenha o quantil de ordem 0.80 de X, xg.g9, bem como a probabilidade de a precipitacdo méxima mensal
ser superior ao seu valor esperado e ndo exceder o quantil calculado, P[E(X) < X < x¢.gol.

* V.a. de interesse
X = precipitacdo maxima mensal em determinada cidade
¢ Quantil pedido
X080 : Fx(xo.80) =0.80
e ¢ " = 0.80
e~ (om0~ ®/A = _1n(0.80)
Xo.80 = @ — A1n(—1n(0.80)) = 5 —2In(—1In(0.80)) = 7.999880.

¢ Prob. pedida
Umavezque E(X)=a+Axy=5+2x0.577216 = 6.154432, segue-se

(6.154432-5)/2

P[E(X) < X = x¢.80] Fx (x0.80) — Fx[E(X)] =~ 0.80 — Fx(6.154432) = 0.80 — e~ ¢

=~ (0.229624.
Pergunta 4 2 valores
O ntimero de espasmos musculares antes e ap6s uma sessao Y
de ondas de choque é representado pelo par aleatério (X, Y) x [0 1 2
com funcdo de probabilidade conjunta dada pela tabela a 0101 01 0
direita. 1101 02 o1
Calcule V(X -3Y). 202 0 02
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¢ Par aleatério
(X,Y)
X =nuamero de espasmos musculares antes de uma sessao de ondas de choque

Y = nimero de espasmos musculares ap6s uma sessdo de ondas de choque

* V.a.deinteresse
X-3Y

e Variancia pedida
Uma vez que

4 4
V(X——Y) =
3

V(X)+ V(3 Y) —ZCOU(X,§Y) =V(X)+(4/3)*V(Y) -2 x (4/3) cov(X,Y)

16 8
V(X)+ ry V(YY) - 3 cov(X,Y).

sdo necesséarios alguns calculos auxiliares envolvendo a f.p. conjunta de (X, Y) e as f.p. marginais de
XeYdadasporP(X=x)=Y,P(X=x,Y=y)eP(Y=y)=),PX=xY=y).

Y
X 0 1 2 | PX=x)
0 01 01 O 0.2
1 0.1 0.2 0.1 0.4
2 02 0 0.2 0.4
P(Y=y) |04 03 03 1

¢ Valores esperados e varidncias de X ede Y

2
Y xxP(X=x)=1x04+2x0.4=1.2
x=0
2
EX?) = Y X*P(X=x)=12x04+2°x04=2

x=0

V(X) = EX*»-E*X)=2-1.2°2=0.56

E(X)

2

E(Y) = ) yxP(Y=»)=1x03+2x0.3=09
y=0
2

E(Y?) = Y y*P(Y=3»)=12x03+2>x03=15
y=0

V(Y) = E(YH-E*Y)=15-0.9°=0.69

¢ Valor esperado de X Y e covaridnciaentre X e Y

2 2
E(XY) = ) Y xyxP(X=xY=y)=1x1x02+1x2x01+2x2x0.2=1.2
x=0y=0
cov(X,Y) = EXY)-EX)xE(Y)=12-12x0.9=0.12

¢ Varidncia pedida (cont.)

vx-2v

16 8
V(X)+ ? V(Y)- § cov(X,Y)
16 8
= 056+—x0.69——x0.12
9 3

22
= — =1.466667.
15
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Pergunta 5 2 valores

Seja X; o montante pago (em centenas de euros) no dia util i (i = 1,...,100) a empresa responsdvel pela
recolha de entulho de um grande estaleiro de construcdo civil. Suponha que as varidveis aleatérias X; sdo
independentes e identicamente distribuidas com valor esperado e desvio padrdo iguaisa y=8e o =2.

Obtenha um valor aproximado para a probabilidade de o montante total pago nesses 100 dias se encontrar
no intervalo [780, 820]. A:0.3829 B:0.1587 C:0.6826 D:0.8413

¢ V.a.; valor esperado e varidncia comuns
X; = montante pago (em centenas de euros) nodiautili, i=1,...,n
n =100
EX;))=EX)=pu=8
VX)=V(X)=0°=2%=4

¢ V.a.deinteresse
Sp =X, X; = montante total pago n dias
¢ Valor esperado e varidnciade S,
Xi~X
ESn)=E(X", X;)=X" EX) =" nEX)=np

X; indep. i~
VS =V(EL, X)) ET Y vix) “EX nv(x) = no?

¢ Distribuicao aproximadade S;,
De acordo com o teorema do limite central (TLC),
Sqp—E(Sy) Sp—-nEX) Sp—-nu,
= = ~normal(0, 1).
Vv V(Sy) vnV(X) Vno?

¢ Prob. pedida (valor aproximado)

780—n Sp—n 820—n
P[780< S, < 820] = p B onZ Rl _ ”)
no? no? no?
TIC o 820—np) o 780—nu)
Vno? Vno?
B @ 820—100><8) @(780—100x8)
V100 x 4 v100 x 4
= D(1) —d(-1)
= ®(1) - [1-D(1)]
= 2x®(1)-1
mbela:s/calc. 2%0.8413—1
= 0.6826.
Pergunta 6 2 valores

Admita que a propor¢do de impurezas contidas na dgua é representada pela varidvel aleatéria X com func¢ado
de densidade de probabilidade

ax®l xelo,1],
0, caso contrario,

fx(x) ={

onde a é um parametro desconhecido positivo.

a

@ihtaTy com base em (Xj,...,X;), uma

Deduza o estimador de méxima verosimilhanca de V(X) =
amostra aleatéria de X.
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¢ V.a. de interesse; f.d.p.

X = proporcao de impurezas contidas na 4gua em partes por milhdo

ax®1, xe(0,1],
X) = .
fx() { 0, caso contrario

¢ Parametro desconhecido

a (a>0)

¢ Amostra; amostra aleatoria
(x1,...,Xn), amostra de dimensdo n proveniente de X.

(X1, X>,...,X,), amostra aleatéria de dimensao n proveniente de X.
* Deducao do estimador de MV de o
Passo 1 — Funcao de verosimilhanca

Laln = fx@ P eSS e = [T (ax@))
i=1 i=1 i=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

n
InL(Blx) = nln@+(@-1)) In(x;), a>0
i=1

Passo 3 — Maximizacao

A estimativa de MV de a serd representada por & e

dl%gx@ =0 (ponto de estacionaridade)
A a=a
a : 2
% <0 (pontode médximo)
@ a=a
n n — j=——>"__
{ FtliiIn(x)=0 - &= =57 nGx)
22 <0 —27 <0 (prop. verdadeira)

Passo 4 — Estimador de MV de «
n

EMV(@Q) = -——
@ T In(X)

¢ Outro parametro desconhecido

V(X) = —5—— = h(a)

(a+1)? (a+2)
e Estimador de MV de K (a)

Tirando partido da propriedade de invaridncia dos EMV, conclui-se que

EMV[h(a)] h[EMYV (a)]
EMV(a)

[EMV (@) + 112 [EMV (a) +2]’

onde, recorde-se, EMV (a) = — m
i=1 i

7 a—1
a”(Hx,-) , a>0

Pergunta 7

2 valores

Uma fundigdo produz pecas forjadas de aco utilizadas no fabrico de automéveis. Um gestor da qualidade
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selecionou uma amostra casual de 250 dessas pecas, tendo constatado que 41 delas eram ndao conformes.

Determine um intervalo de confian¢a aproximado a 98% para a probabilidade (p) de uma peca forjada de
aco selecionada casualmente ser ndo conforme.

A:[0.1629,0.1651] B:[0.1159,0.2121] C:[0.1627,0.1653] D:[0.1095,0.2185]

¢ V.a. de interesse
X = { 1, pecaforjada de ago selecionada casualmente ser ndo conforme

0, caso contrario
e Situacao
X ~ Bernoulli(p)

p DESCONHECIDO

¢ Obtencio de IC aproximado para p
Passo 1 - Selecao da v.a. fulcral para p
X-p

X(1-X)
n

Z= £ normal(0, 1)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Como (1 - a) x 100% = 95% < a = 0.02, lidaremos com os quantis seguintes:

tabelalcalc.

—2.3263

g =0 Ya/2)=-d 11 -a/2) = -071(0.99)
by =07 1(1-a/2) =d1(0.99) = 2.3263.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plag<Z<by)=1-a

Plag<s ———=<by|=1-a

Passo 4 — Concretizacao

A expressao geral do intervalo aproximado de confianca a (1 — @) x 100% para p é

x(1-X)
n

$+0 11 -al2) x

ICa—a)x100%(p) =

Ao termos em conta que 7 =250, a =0.02, ®'(1-a/2)=2.3263 e X = %Z?:l X; = % =0.164,

0.164 x (1 —0.164)
250

0.164 x (1 —0.164)
250

I

ICog% (p) 0.164 — 2.3263 x ¢ ,0.164 +2.3263 x \/

1

[0.1095, 0.2185].

Pergunta 8 2 valores

A borracha pode ser adicionada ao asfalto para reduzir o ruido quando o material é utilizado como
pavimento. Assuma doravante que a viscosidade dindmica (X, em centipoise) do asfalto é normalmente
distribuida com valor esperado y e variancia o desconhecidos. Recolhidas casualmente 15 observacoes de
X, um engenheiro civil obteve X =3210.7 e s2=13832.50.
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Teste a hipétese Hy : 0> = 170> contra H; : 0> < 170?. Obtenha o valor-p deste teste. Para que niveis de
significancia se deve rejeitar Hy?

¢ V.a. de interesse

X = viscosidade dindmica do asfalto

e Situacao
X ~normal(y,o?)
¢ desconhecido

02 DESCONHECIDO

* Hipéteses

Hy:0%=03=170> vs. Hj:0°<03

¢ Estatistica de teste

(n—1)8? )
——  ~H _
0_% 0 X(n 1)

¢ Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

O teste é unilateral inferior (H; : 02 < a%), logo a regiao de rejeicdo de Hy é do tipo W = (0, ¢).

¢ Valor-p e comentario
Atendendo a que s*> = 13832.50, o valor observado da estatistica de teste e o valor-p sdo iguais a

(n—-1)s* (15—1) x 13832.50
oz 1702

= 6.701

calc.

P(T <t|Hp) = sz ()= sz (6.701) ="0.0544,
(n-1) (14)

valor—p
é suposto:

- rejeitar Hy a qualquer n.s. &g > valor — p = 5.44%, designadamente ao n.s. de 10%[;

- nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < valor — p = 5.44%, nomeadamente aos n.u.s. de 1% e 5%.]
[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado e
adiantar um intervalo para o valor-p:

F' (0.05)=6.571 < t=6.701<7.242=F," (0.075)
Xag Xag
0.05 < valor—-p-= FX?M) (6.701) < 0.075
Assim, é suposto:
- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = valor — p = 7.5%, nomeadamente ao n.s. de 10%;

- ndo rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < valor — p = 5%, designadamente aos niveis de
significancias de 1% e 5%].

Pergunta 9 2 valores ‘

Uma engenheira pretende averiguar se o tempo de vida de uma determinada peca metélica utilizada no
fabrico de cadeiras de rodas segue uma distribuicdo exponencial com parametro 0.5 (hipétese nula, Hp).

Com base no teste de ajustamento do qui-quadrado e na tabela de frequéncias abaixo, teste Hy ao nivel de
significancia de 5%.

Classes 10,11 11,21 12,31 13,4] 14,+o0]
Frequéncia absoluta observada 42 20 12 5 21
Frequéncia absoluta esperada sob Hy 39.35 23.87 14.47 8.78 13.53
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e Hipéteses
Hy : X ~ exponencial(0.5)
H; : X # exponencial(0.5)

¢ Nivel de significancia
dp = 5%

¢ Estatistica de teste

k El)2
Z Ho X(k 1)

onde: k = no.declasses = 5; 0O; = frequénciaabsoluta observavel daclassei; E; =
frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.
¢ Regido de rejeicao de Hj (para valores observados de T)

Lidamos com um teste de ajustamento, donde a regido de rejeicdo de Hy € o intervalo a direita
W = (¢, +00), onde

¢ = Fj (-a)=F; (1-005" """ 9488
Xik-1) (5 1)
¢ Decisao
Classei  Freq.abs.obs.  Freq. abs. esp. sob Hj Parcelas valor obs.
estat. teste

j B (ozg*
1 10,1] 42 39.35 U2=3935" - .178
2 11,2] 20 23.87 0.627
3 12,3] 12 14.47 0.422
4 13,4] 5 8.78 1.627
5 14, +o0] 21 13.53 4.124

> oi=n=100 ¥¥ Ei=n=100 =3k 7E- 6978

Uma vez que ¢ = 6.689 ¢ (9.488, +00) ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. &g = 5%.

Pergunta 10 2 valores

Ap6s se ter admitido a validade do modelo de regressdo linear simples, Y = ¢ + 1 x + €, foram obtidas as
seguintes quantidades para um conjunto de 14 observacoes da for¢a compressiva (x) e da permeabilidade
intrinseca (Y) de varias misturas de betao:

YI2 x?—nx®~25.348571, f,=48.012963, f;=-2.329802, &2 =1.84357.

Tendo presente estes valores e as hip6teses de trabalho convenientes, teste Hy : 1 = 0 contra H; : 8; < 0.
Deve

A: Rejeitar Hp a 1%, 5% e 10%. B: Rejeitar Hy a 5% e 10% e nao rejeitar Hy a 1%.
C: Rejeitar Hy a 10% e nao rejeitar Hyp a 1% e 5%. D: Ndo rejeitar Hy a 1%, 5% e 10%.

¢ [Modelo de RLS e hipéteses de trabalho

Y = permeabilidade intrinseca da mistura de betao (v.a. resposta)
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x = forca compressiva (varidvel explicativa)
Yi=Bo+pPrxi+e;, i=1,...,n

jid. .
e; """ normal(0,0%), i=1,...,n]

Hipéteses
Hoy:p1=P10=0
Hy:p1<Pro

Nivel de significancia

(X():l%

Estatistica de teste

Regido de rejeicao de Hy (para valores de T)

Estamos a lidar com um teste unilateral inferior (H; : 81 < B1,0), logo a regido de rejeicdao de Hy é do
tipo W = (—o9, ¢).

Decisao (com base no valor-p)

Atendendo ao enunciado, ¥ x; =43.0, ¥} x? = 157.42, f; ~ —2.329802 e 6 =~ 1.843571. Logo, 0
valor observado da estatistica de teste e o valor-p sdo iguais a

B1-Bio _ —2.329802-0

¢ = ~ —8.639045.
52 1.843571
W 25.348571
lc.
valor—p = P(T<t|Hy)=F,, , (1) = Fy, (~8.639045) = 1 - F;, (8.639045) ‘= 0.000001.

Logo, devemos

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ap > valor — p = 0.0001%, designadamente aos n.u.s. de 1%, 5% e
10%.

[Alternativamente, poderiamos recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado e
adiantar um intervalo para o valor-p:

F—l

P))

(0.9995)=4.318 < —t==8.639045<+co=F,
0.9995 < Fyy, (8.639045) <1
0 < wvalor—p=1-Fy, (8.639045) < 0.0005.

(1

Assim sendo, é suposto

- rejeitar Hy a qualquer n.s. ag = valor — p = 0.05%, nomeadamente ao n.u.s. de 1%, 5% e 10%
[opcao A].
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