Simulagdo — exercicios - 1

Problema Sim/1

Simule o langamento conjunto de 3 moedas.

B Resolucao

A varidvel deatdria a simular presume-se ser 0 nimero de “caras’ —
suponhamos— obtido no langamento conjunto de 3 moedas iguais (iguais, pelo
Menos, nas caracteristicas de interesse).

[Walpole et al., 1989] Uma experiéncia consiste muitas vezes em provas repetidas, cada uma
delas com 2 resultados possiveis, a que se pode chamar sucesso e falha. A aplicagdo mais ébvia trata
do ensaio de itens & medida que saem duma linha de producgdo, no qual cada teste ou prova pode
indicar um item defeituoso ou ndo-defeituoso. (Podemos definir qualquer dos resultados como
sucesso.) Pode-se, também, considerar 0 caso da extraccdo duma carta de jogar e cada prova ser
sucesso ou falha, dependendo de a carta ser de copas ou ndo. Se a carta for reposta e se se baralhar
antes da proxima extracgdo, as duas experiéncias descritas tém propriedades similares, no aspecto de
gue as provas repetidas sdo independentes e a probabilidade de sucesso permanece constante de prova
para prova. O processo € referido como processo de Bernoulli e cada prova € uma prova de
Bernoulli. Observe-se, no exemplo da extraccdo da carta, que as probabilidades dum sucesso para as
provas repetidas variam se as cartas ndo forem repostas.

Um processo de Bernoulli deve, assim, ter as propriedades seguintes:

1. A experiénciaconsiste em n provas repetidas (n3 0).

2. Cada provatem um resultado que s6 pode ser classificado como sucesso ou falha.

3. A probabilidade de sucesso, seja p, permanece constante de prova para prova.

4. As provas repetidas sdo independentes.

—WALPOLE, Ronald E., Raymond H. MYERS, “Probability and Statistics for Engineers and
Scientists”, 4%, edition, Macmillan Publishing Company, New York, NY, 1989.

Temosn=3ep=0,5(g=1- p=0,5), portanto, adistribuicdo binomial, de formula

a0 X ~N- X
b(x; n, p) =g P (1)
aplicavel avariavel “numero de caras obtido numa prova’, €, neste problema,
b(x;3,0,5)= g%o,sxo,? x )

Neste caso, como acontece ser p = g = 0,5, aférmulasimplificase a

b(x; 3,08) = 0057057 * = % g7 = 180 3)
&x X@ 8&xp

e os valores das funcOes de probabilidade pontual, b, e acumulada, B, feitos os

célculos, sdo 0s seguintes:

Tabdal
X 0 1 2 3
b(X) 1/8 3/8 3/8 1/8
B(X) 1/8 4/8 7/8 1
(0,125) (0,5) (0,875) [1,000]
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As probabilidades acumuladas surgem aqui, “ naturalmente” (nem sempre), com k=3
algarismos significativos (que ndo ha razéo para preterir), a excepcdo do ultimo valor,
gue tem sempre mais um algarismo, mas o qual ndo sO conhecemos exactamente,
como também ndo intervira directamente em célculos. No entanto, esta facilidade é
aparente, pois podiamos achar exagerados 3 algarismos e usar, por exemplo, 1, sendo
entdo os numeros 0,1, 0,5, 0,9 e 1,0 (ou 1). De facto, 0 enunciado omite qualquer
indicacdo que permita uma escolha criteriosa.

Quanto a extensdo da simulacdo pedida, também ndo ha informacéo.
Simulam-se 25 casos, nimero que facilitarda alguns célculos confirmativos. Na
Tabela2, u, e x, designam, respectivamente, o nimero aeatorio (uniforme) e a
variavel aleatdria simulada—neste caso, binomial, de parametrosn =3, p=0,5.

Tabela 2

i Uy Xa

1 0,614 2 16 0,844 2
2 0,182 1 17 0,777 2
3 0,957 3 18 0,062 0
4 0,383 1 19 0,706 2
5 0,971 3 20 0,888 3
6 0,316 1 21 0,725 2
7 0,375 1 22 0,282 1
8 0,848 2 23 0,241 1
9 0,146 1 24 0,272 1
10 0,415 1 25 0,589 2
11 0,214 1 Médias: 0,49916 1,52000
12 0,511 2
13 0,469 1
14 0,390 1
15 0,302 1

Paraumavariavel binomial, amédia (i. €, valor expectéavel) é
m=np 4
e 0 desvio-padréo
s =4/npq )

E curioso observar que (¢ porqué ?), embora a média dos nimeros aleatdrios sgja
“baixa’ —inferior a 0,5—, a média dos valores simulados é “ata’ —1,52, superior a
m=3 05=15.

[
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Problema Sim/2

Num processo, funcionam 3 reactores em paralelo, sendo o produto de cada
um deles diferente, mas com o mesmo volume, V, embora sujeito a flutuactes
aleatdrias inevitveis. Verifica-se, também, que nem sempre cada um dos 3 reactores
tem a sua reaccdo “completa’ a passagem duma vagoneta que recebe as vérias cargas,
conforme aFigura 1, pelo que a sua carga pode falhar.

I

_ =

Figural

O valor do volume de cada carga, para qualquer dos reactores, tem a
densidade de probabilidade

g(v) =0,004v+0,02 [g] =

(ousga, g(V)=,5V+s), com15<v<25/". Por outrolado, os 3 reactores falham,

respectivamente, em 15, 20 e 5 % dos casos.
Simule o volume carregado em cada vagoneta numa série de 10 destas.

" N&o nos deteremos na distingso entre “<” e “£”, por ndo ter interesse prético.

B Resolucédo

E necessario simular quantas cargas s30 produzidas para cada vagoneta —n&o
havendo que distinguir donde vém porque os volumes tém caracteristicas comuns—
€, aposisso, simular 0s volumes.

a) Simulacéo das cargas
Neste problema, a questéo da determinacdo do nimero de cargas é andloga a
seguinte:
SAo langadas 3 moedas “ desequilibradas’ , com as probabilidades de
produzirem “ cara” (suponhamos), respectivamente, de 0,85, 0,80 e 0,95.
¢, Qual é a probabilidade de se obterem 0, 1, 2 ou 3 caras ?

Esta fase do problema podia ser resolvida puramente por simulagdo, com base
nos fendmenos elementares (producdo ou ndo da carga no reactor), cuja probabilidade
€ tdo simples que nem sequer suscita que se recorde tratar-se da distribuicéo binomial
pontual (“point binomial”): f(x)=p*q"* x=0LO0E£p£1Ll (q=1- p) [Mood et
al., 1963, p 65]. No entanto, sempre que possivel, se for compensador, convém evitar
usar a smulagéo, devido ao seu grande peso computacional; por isso, calculamos de
seguida a funcéo de probabilidade do nimero de cargas por vagoneta, se bem que sem
conseguir reduzi-la a uma formula, ficando os resultados em forma de tabela.

Na Tabela 1, encontram-se (arbitrariamente numerados de 0 a 7) os 8 casos
(2°) que resultam da producso (2 casos, sim ou ndo) de carga pelos reactores (3



variaveis), significando, v. g.1, X; = 1 que o reactor 3 produz a sua carga. A coluna
“Prod” contém o produto que € a probabilidade do caso respectivo, v. g.: ho caso n.°.
3,éx,=0,x,=1ex;,=1 e a probabilidade respectiva —com os valores por reactor
p=[085 08 095 —é

(1- 085" 0,8” 0,95=0,114 (@)}

e o 3 7 . ,
A coluna“Soma(x)” contém o valor g ._ X; , que & pois, 0 numero de cargas naguele

caso. As probabilidades de todos os casos com 2 cargas, r = 2 (que sdo mutuamente
exclusivos) dao o correspondente p(r), ou sgja

p(2) = 0,114 + 0,1615 + 0,034 = 0,3095 (2)
Tabela 1l
n=3 | pi= 0,85 0,8 0,95 Prod |Soma(x) r p(r)

0 0 0 0 0,0015 0 0 0,0015
1 0 0 1 0,0285 1 1 0,043
2 0 1 0 0,006 1 2 0,3095
3 0 1 1 0,114 2 3 0,646
4 1 0 0 0,0085 1 Soma: 1
5 1 0 1 0,1615 2

6 1 1 0 0,034 2

7 1 1 1 0,646 3

(Excdl) Soma: 1

A partir de p(r), obteve-se a correspondente funcdo acumulada, que permite,
na Tabela 2, simular o pretendido nimero de cargas por vagoneta, para 10 delas. (A
médiade r, calculada analiticamente, é 2,6.)

Tabela 2

<
8

U
0,7502
0,2501
0,4023
0,7327
0,3983
0,6728
0,5278
0,0202
0,7161
0,7855
Média: 0,5256 2,7

q
>
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1 v.g. — por exemplo (“verbi gratia’). (In BERGSTROM, Magnus e Neves REIS, “Prontudrio
Ortogréfico e Guia da Lingua Portuguesa’, 232 edigdo, Editorial Noticias, Lishoa, 1992, p 11.)
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b) Smulacao dos volumes

Comecar-se-a com a simulacdo da 12 vagoneta, na qual, conforme a Tabela 2,
s&o0 langadas 3 cargas.

Para ssmular os volumes, necessitamos, como sempre, da sua distribuicdo
acumulada de probabilidade, para 0 que partiremos da densidade, g, dada:

_1,1 _
Q)= Vhes  lA=1 ®

com 15<v<25/. Integrando, temos:

6= alw)dw= QR = wr o Jaw=

_éw? +Wu V2 - 157 Lv-15_
"E500 50Y, 500 50

(4)
—V_2+l 225+10° 15 V? LV 375_
500 50 500 500 50 500
v,y 3
500 50 4
Esta func&o, G(v), é facilmente invertivel, logo, de G=<, v’ +&v- 2, vem
_-Ey(3) -4 h(3-6)
V= 5 =
/'500
+5(3+
=550 |L*A3+4C) _ o o i5io0G = (5)
2500
=- 5+20,1+125G

Para G = 0, teremos de obter o limite inferior, v=15, i. é 15=- 5+ 20, pelo que o
sinal de interesse é +. (Também, para G = 1, serd v=- 5+20,/1+1,25 =25, como
esperado.) Usando, pois, v, =- 5+20,/1+125u, , temos finamente a simulagio
dos volumes das cargas e seu total.

Tabela3
Vagon. Cargas NUmeros aleatorios, u, Volumes aleatorios, v, (¥) Vol. total (¢)
0,3658 0,2095 0,5774 19,14332 17,46664 21,24309 57,85306
0,9099 0,8493 24,23953 23,71672 47,95625

0,069 0,0831 0,293 15,84466 16,01309 18,37734 50,23509
0,432 0,8302 0,4006 19,81935 2354996 19,50102 62,87032
0,194 0,9175 0,2087 17,2935 24,30444 17,45774 59,05567
0,4905 0,4489 0,8878 20,40177 19,989 24,04996 64,44073
0,3817 0,3245 0,4573 19,30741 18,71181 20,07289 58,09211
0,9049 24,19675 24,19675
0,8751 0,7701 0,6301 23,94046 23,01874 21,74042 68,69962
0,642 0,9861 0,0263 21,85144 24,88394 15,32609 62,06148

Média: 55,54611
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O comportamento dos volumes totais por vagoneta poderia, agora, ser
examinado, achando-se a média, maximo, minimo, desvio-padrdo, etc.. Um
histograma de frequéncias, nomeadamente, daria uma ideia da funcéo densidade do
volume total, que supusemos ser dificil de obter analiticamente.

—MooD, Alexander M., Franklin A. GRAYBILL, “Introduction to the Theory of Statistics”, 2. ed.,
McGraw-Hill Book Company, Inc., New Y ork, Kogakusha Company, Ltd., Tokyo, 1963.

Problema Sim/3

a) Observe, graficamente, o andamento da densidade do Problema anterior.

b) Repita-o (1) com uma probabilidade comum de 0,85 para cada reactor (o que
conduz a distribuicdo binomial, dando probabilidades pontuais de célculo
directo) e (2) com uma densidade, g, do tipo seno simples (a solucdo pode n&o
ser unica) para o volume de cada carga, para 0 mesmo intervalo de variacéo

deste. (Faga |g€V,,, ) =|0€V,.)|* O € 0 maior possivel.) Esta segunda

densidade pode ser uma aproximagao interessante a uma densidade gaussiana
censurada.

(N&o resolvido.)
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Problema Sim/4

Uma linha de fabrico produz pegas de massa nomina 50 g, a embalar em
sacos de capacidade nominal 500 g. Cada peca tem massa gaussianacomm=51g e
s =3 g eamassa Util no saco deve estar compreendida entre 490 (minimo) e 520 g
(maximo), sendo os sacos que resultem fora deste interval o considerados refugo.

Os sacos normais ddo um lucrode L, =54$ eosderefugo L, = 9$. Por saco,

~ . LS
a manutengdo de s num certo nivel traduz-se em (custo) L (s)=—2, com os
S

parémetrosLy,=-4%es ,=3g.
Afine o processo.

B Resolucédo

Neste processo, se s fosse mantido num nivel muito baixo, v. g., proximo de
09, a massa de cada peca seria aproximadamente constante e igual a média do
processo, que é m=51 g. A introducdo de 10 pegas, com massa total de ca. 510 g
(pertencente ao intervalo 480-540 g exigido), seria solugéo simples e permanente do
ensacamento. Porém, sabendo-se ser s sensivelmente maior que 0 (préximo de 3 g),
n&o podemos esperar esta solugcdo simples.

Procederemos a simulacdo da corrente processual comnm=51ges =3 g€
posteriormente, apenas com alguns s —embora, em circunstancias reais, se devesse
optimizar s a menos duma toleréncia preestabelecida, v. g., 0,2 g (~5% do valor
inicia).

Adoptar-se-a uma estratégia simples, entre muitas outras (melhores), traduzida
no seguinte algoritmo (no qual se supde uma capacidade do “recirculador” bastante
menor que a de um saco):

1. Obter uma pega. ¢, Ha pegas no recirculador ?
a) SIM: chamar uma peca do recirculador.
b) NAo: chamar uma pega do processo (simulé-1a).
2. ¢, A massa acumulada € menor que o maximo ?
a) SIM: admitir apeca. Ir para4.
b) NAo: passar apecaao recirculador.
3. ¢, O recirculador ficou saturado ?
a) SIM: 0 saco actual érefugo e sai. Colocar um saco vazio e admitir-lhe todas as pegas do
recirculador. Ir paral.
b) NAo: Ir paral.
4. ¢, A massa acumulada é maior que 0 minimo ?
a) SiM: admitir apega. O saco corrente é normal esai. Parar ouir para5.
b) NAo: Ir paral.
5. Colocar um saco vazio e admitir a este todas as pegas do recirculador, que ficard vazio. I
paral.

NaFigura 1, esqguematiza-se 0 procedimento que servira de base a simulagao,
de que se ddumailustracéo na Tabela 1.



P, peca; B, balanca; S, saco; A, aba; Re, recirculador
Figural

O objectivo deste problema é, naturalmente, achar os parametros que
optimizem o seu funcionamento do ponto de vista do critério implicito no enunciado:
a maximizacdo do lucro. S6 um parametro, s, é susceptivel de modificacdo, e um
certo valor seu produzira o éptimo.

Quanto mais complicado for o processo aleatério concreto em analise, tanto
mais dificeis de obter ser8o as conclusbes pela via andlitica da teoria das
probabilidades. Quando o grau de complexidade impede a obtencéo de conclusbes
por via analitica (afigura-se ser assim no caso presente), resta a via da ssmulacéo —
embora, tipicamente, onerosa em termos de calculo (automatico, € claro, ja que a
execucao manual se torna proibitiva).

A Tabela 1 (ver adiante) contém os resultados do tratamento de 3 sacos, dois
normais (gque foram enchidos dentro dos limites) e 1 de refugo.

Os 3 casos da Tabela 1 sdo repeticOes, todas relativas a0 mesmo s =3 g;
seguir-se-iam simulagbes com novos s, v. g., S = 2,2 g, etc.. A Tabela 2, em que se
esboca a solucdo do problema, mostra que atentativa s = 2,2 g representou melhoria,
gue leva a continuar a diminuir o par@metro; porém, a tentativas =1 g ja conduz a
um resultado menos bom, fazendo supor que a solugéo ronde 2,2 g.

Obviamente, um resultado crivel exigiria a smulacdo de muito mais de 3
sacos —talvez, milhares ou mais, até que se notasse estacionariedade.

(A solucéo mostrada é realmente ficticia, pois as fracgdes de sacos nhormais e,
portanto, de refugo foram arbitradas.)

Tabela 2
s (g) Sacos hormais Refugo Operacéo L
Fraccdo L, Fraccdo L, L L
1 0,97 54 0,03 9 -12,00 40,65
2,2 0,85 54 0,15 9 -5,45 41,80
3 0,61 54 0,39 9 -4,00 32,45

Estes resultados indicam que o processo ficaria afinado com um desvio-padréo
de2.2q.
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(2)

)

Simulacdo — exercicios - 9

Tabela 1l
n 50 Uy i my(9) s(@ minEs minfsEmax
S 3 0266926 1 48 48 0 0
s min 490 0588846 2 51 99 0 0
s max 520 0,741511 3 52 151 0 0
0,125296 4 47 198 0 0
0,020661 5 44 242 0 0
0,267978 6 48 290 0 0
0,684967 7 51 341 0 0
0,926227 8 54 395 0 0
0,792966 9 52 447 0 0
0,014416 10 43 490 1 1
0,20261 11 48 Sucesso
n 50 Uy I ma(9@ sS(@ minf£s minfs£max
S 3 0007402 1 43 43 0 0
s min 490 0,90381 2 54 97 0 0
s max 520 0,322838 3 49 146 0 0
0547817 4 50 196 0 0
0,530517 5 50 246 0 0
0,423407 6 49 295 0 0
0,491514 7 50 345 0 0
0,369009 8 49 3% 0 0
0,246126 9 48 442 0 0
0,586987 10 51 493 1 1
0,805557 11 53 Sucesso
n 50 Uy i my(9) s(@ minf£s minfs£max
S 3 0389528 1 49 49 0 0
s min 490 0522574 2 50 99 0 0
s max 520 0,205204 3 48 147 0 0
0,819875 4 53 200 0 0
0,269892 5 48 248 0 0
0,449146 6 50 298 0 0
0,270363 7 48 346 0 0
0,27564 8 48 394 0 0
0271771 9 48 442 0 0
0,017825 10 44 486 0 0
0752551 11 52 Refugo
0,566291 12 51
0,023455 13 44
0,768334 14 52
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