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Resumo—Este relatério descreve os resultados da aplicagao do método dos elementos finitos (FEM) a problemas bi-
dimensionais escalares do campo electromagnético governados por equacdes diferenciais as derivadas parciais do tipo
eliptico. Consideram-se quatro problemas distintos: a determinacdo do potencial escalar num condensador cilindrico
descentrado, numa linha bifilar e numa linha microstrip (problemas do campo eléctrico estatico) e a determinagao do
campo eléctrico no interior de uma cavidade no dominio das micro-ondas. Para o célculo do campo nos problemas
da linha bifilar e linha microstrip é estabelecido o acoplamento entre 0 método dos elementos finitos e o métodos dos
elementos de fronteira de raiz analitica (BEMA) — método hibrido FEM/BEMA. Para além da determinagao do campo
primario para estes problemas sao também calculadas grandezas secundarias como cargas eléctricas, capacidades,
coeficientes de capacidade, intensidade do campo eléctrico e densidades de energia térmica consoante o problema
em questao. Todos os modelos desenvolvidos para o calculo do campo nos problemas descritos foram submetidos
a etapas rigorosas de validagao, as quais sao também aqui descritas. Verificou-se que os modelos implementados
numericamente apresentam um desempenho adequado para os problemas que se pretendem resolver.

*

1 INTRODUCAO

S métodos numéricos sdo uma ferra-

menta imprescindivel na previsdo de
fenémenos fisicos governados por modelos
matemadticos conhecidos — formulados com
base na observacdo e intensa experimentagdo
— cuja solugdo analitica ndo é possivel de
determinar devido a complexidade fenome-
noldgica, geométrica e constitutiva do sistema
com interesse. Os métodos numéricos tém es-
pecial interesse pratico no contexto da Enge-
nharia Electrotécnica porque permitem assis-
tir no projecto e desenvolvimento (incluindo
optimizagdo) de equipamentos, em que o co-
nhecimento do campo electromagnético é de-
terminante para o seu desempenho. A pratica-
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bilidade na utilizacdo dos métodos numéricos
neste &mbito deve-se ao facto do poder compu-
tacional existente ser na maioria das vezes ade-
quado para uma abordagem (simulagdo) aos
equipamentos em desenvolvimento no periodo
de tempo disponivel. Desta forma é possivel
com recurso a simulacdo computacional dos
campos em electrotecnia encurtar o tempo de
desenvolvimento de novos equipamentos.

Um exemplo de intensa investigacdo
académica e industrial com recurso a métodos
numéricos tem sido o desempenho do campo
electromagnético no interior de cavidades no
dominio das micro-ondas para a promogdo do
aquecimento de materiais. Do ponto de vista
histérico, a interaccdo entre as micro-ondas
e os materiais foi descoberta acidentalmente
em 1946 por Percy Spencer um engenheiro da
Raytheon Company — empresa americana que
ganhou reputacdo por fornecer equipamentos
para radares durante a Segunda Guerra
Mundial para os paises aliados — quando
durante o desenvolvimento de magnetrdes
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reparou que uma barra de chocolate que
tinha no bolso comecara a derreter devido
ao aquecimento induzido por micro-ondas as
quais tinha estado exposto [1], [2]. A tecnologia
foi patenteada pelo préprio Percy Spencer [3]
e poucos anos depois (ca. 1952) surgiu
no mercado o primeiro forno micro-ondas
para aplicacdes domésticas — aquecimento e
preparacdo de alimentos — desenvolvido pela
mesma empresa [4].

Nas udltimas décadas tem-se assistido a uma
expansdo na utilizagdo das micro-ondas como
fonte de aquecimento - utilizada tradicio-
nalmente no ramo alimentar (food industry)
— para variadas aplicagdes. Como exemplo
refira-se o processamento de materiais através
da sinterizagdo por micro-ondas de peque-
nas particulas de forma a produzir materiais
solidos compactos [5], a utilizagdo das micro-
ondas na industria quimica para o aumento
de taxas de reaccdo [4], a produgdo de carvoes
activados a partir de desperdicios da actividade
agricola [6] e o tratamento de residuos [7].

Véarias sdo as vantagens atribuidas ao
aquecimento por micro-ondas relativamente
ao aquecimento convencional — aquecimento
eléctrico ou promovido pela queima de
combustiveis fésseis, o qual requer mecanismos
de transferéncia de calor da fonte para o
objecto a aquecer. A utilizacdo das micro-
ondas permite o aquecimento em volume
do material (e ndo de superficie) o qual estd
normalmente associado a menores gradientes
de temperatura no interior dos materiais que
se pretendem aquecer (aquecimento uniforme)
[8], [2]. O aquecimento por micro-ondas é
selectivo ao meio e por isso o processo de
aquecimento pode ser mais eficiente do que a
estratégia térmica convencional, uma vez que
se dissipa energia apenas nos materiais que
se pretendem aquecer (aquecimento selectivo)
[8], [9]. Outra das vantagens relativamente
ao processo cldssico diz respeito as fases
transientes de aquecimento, as quais podem
ter respostas mais expeditas através da
utilizagdo das micro-ondas (respostas rdpidas
a transientes) [9].

No presente documento pretende-se apre-
sentar os resultados da aplicagdo do método

dos elementos finitos a quatro problemas
do campo electromagnético em configuracoes
geométricas bi-dimensionais (2D). Todos os
problemas sdo governados por equagdes fun-
damentais do tipo eliptico. Trés dos proble-
mas aqui abordados enquadram-se no con-
texto do campo eléctrico estédtico: cdlculo do
potencial eléctrico (campo primdrio) e gran-
dezas secunddrias (linhas do campo eléctrico,
capacidades e coeficientes de capacidade) para
o caso de um condensador cilindrico descen-
trado, uma linha bifilar e uma linha microstrip.
Estes problemas (nomeadamente o primeiro
e o segundo) tém mais interesse pedagodgico
do que relevancia prética na literatura actual.
Isto deve-se a sua simplicidade o que se re-
flecte no facto de serem frequentemente con-
siderados como objectos de validagdo de mo-
delos matemdticos numa fase inicial da sua
implementa¢do numérica. Os problemas da li-
nha bifilar e da linha microstrip sdo resolvi-
dos através da combinacdo do método dos
elementos finitos e do método dos elementos
de fronteira de raiz analitica (método hibrido
FEM/BEMA). Este trés problemas sdo sugeri-
dos como exemplos de aplicacdo dos métodos
de elementos finitos e hibrido na referéncia
[10]. O dltimo problema diz respeito ao célculo
do campo eléctrico no interior de uma cavidade
no dominio das micro-ondas. Este problema é
frequentemente abordado na literatura, nome-
adamente para aplica¢des de aquecimento por
micro-ondas, tal como se referiu atras.

Este relatério encontra-se organizado da se-
guinte forma. Apoés esta introducdo (Secgdo 1),
as equagdes fundamentais do campo electro-
magnético para os problemas abordados sdo in-
troduzidas na Secc¢do 2, os métodos numéricos
considerados para resolver as equagdes funda-
mentais sdo descritos na Sec¢do 3 e os resulta-
dos dos problemas sdo apresentados na Secgdo
4. Esta ultima seccdo encontra-se dividida em 4
subsecgdes, cada uma reflectindo um problema
particular. Assim, na Subseccdo 4.1 é abordado
o problema do condensador cilindrico descen-
trado, na Subseccdo 4.2 o problema da linha
bifilar, na Subsec¢do 4.3 o problema da linha
microstrip, e finalmente, na Subsec¢ao 4.4 o pro-
blema da cavidade em micro-ondas. O relatério
termina na Sec¢do 5 com uma breve conclusdo.
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2 MODELOS MATEMATICOS -
EQUACOES FUNDAMENTAIS
As equagbes de Maxwell constituem as

equagdes fundamentais do campo electro-
magnético o qual é representado de forma com-
preensiva pelos vectores (E, D) e (B, H), ou seja,
(intensidade do campo eléctrico, deslocamento
eléctrico) e (indugdo magnética, intensidade
do campo magnético). Estas equagdes formu-
ladas na forma diferencial correspondem as
Equagoes (1)-(4) validas para um meio continuo
do ponto de vista macroscopico.

0B

E=— 1
rot ot (1)

oD
H= — 2
rot J+ 5 (2)
divB =0 3)
divD =p 4)

Para problemas do campo eléctrico estético
o segundo membro da Equacdo é nulo
(uma vez que 0/0t = 0) e deste modo a
intensidade do campo eléctrico calculada pela
Equagdo (5) permite satisfazer a Equagdo (1)
(note que rotgrad¢ = 0). Na Equagdo (5),
¢ corresponde ao potencial escalar do campo
eléctrico (potencial eléctrico).

E = —grad ¢ (5)

Considerando a equagdo constitutiva que es-
tabelece a relagdo entre os vectores D e E para
meios lineares e isotrépicos dada pela Equacao
(6) em conjunto com a Equacdo (5) na Equagdo

(6)

(4) obtém-se o resultado expresso na Equagdo
(7). Nesta equagdo, p corresponde a densidade
voltimica de carga eléctrica do meio e ¢, (&)
a constante dieléctrica relativa do meio (cons-
tante dieléctrica do vazio). A Equagdo (7) cor-
responde a equacgdo fundamental do campo
eléctrico estético.

D= €0€7~E

div (e,grad ¢) = —Eﬁ 7)
0

Para problemas do campo electromagnético
em cavidades (por exemplo, no dominio de
aplicagdes em micro-ondas) com meios nao dis-
persivos, a equacgdo fundamental que permite
caracterizar o campo pode ser obtida a partir
da Equacdo (1) considerando simultaneamente,
a relacdo constitutiva expressa pela Equagao
e a Equacdo (2), tendo em conta que o meio é
homogéneo e sem fontes do campo (J = 0 e
p = 0). Na Equacgao (8), o e u, correspondem as
permeabilidades magnéticas do vazio e relativa
do meio, respectivamente.

B = /~L0,U/TH (8)

Desta forma obtém-se a equacdo de onda ho-
mogénea dada pela Equacdo (9), onde u é a
permeabilidade magnética do meio (1 = poptr)
e ¢ é a constante dieléctrica do meio (¢ = gpe,.).

O*E

lapE = e YD )

Uma vez que campos vectoriais com uma de-

pendéncia temporal harménica podem ser re-

presentados por vectores de fase (ou fasor — da

literatura inglesa phasor), a equivaléncia estabe-
lecida pela Equagao pode ser adoptada

E —

%_t = jwk

na formulagio da Equacdo (9), de forma a

obter a correspondente equacdo de onda no

dominio da frequéncia — equagdo de Helmholtz

homogénea (Equacdo (11))). Nestas equagdes, w

(11)

(10)

lap E + iw’E = 0

corresponde a frequéncia angular do campo
harménico. Esta equacdo a semelhanca da
equagdo fundamental para o campo eléctrico
estatico (Equagdo (7)) é uma equagdo do tipo
eliptico.

Muitos dos problemas do campo electro-
magnético sdo descritos matematicamente por
equagdes fundamentais do tipo eliptico com a
forma apresentada pela Equagdo (12).

div (agrad ¢) + k*¢ = f
Nesta equacdo, ¢ corresponde ao campo
primério (fungdo escalar) — uma vez que é a

grandeza calculada directamente pela solugdo
da equagdo (e a partir da qual se determinam

(12)
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as restantes grandezas secunddrias) - e
a, k e [ correspondem a pardmetros que
reflectem as caracteristicas fisicas do problema
e propriedades dos meios. A equagdo (12)
com o = C™, k = 0e f = 0 corresponde a
equagdo de Laplace, com a = C™, k = 0 e
[ # 0 a equacdo de Poisson e com a = C",
k#0e f=0(f#0)a equagdo de Helmholtz
escalar homogénea (ndo homogénea). Dada
esta flexibilidade, a Equacdo (12) permite
representar a equagdo fundamental do campo
eléctrico estatico (Equacdo (7)), considerando
a =¢,k = 0e f = —pleg em que o
campo primadrio (¢) corresponde ao potencial
eléctrico. A Equagdo (12) permite também
descrever a Equacdo (11) quando aplicada
a um dominio 2D em que o campo ¢é
definido apenas por uma componente (i.e.,
E = E;(z,y)w), considerando o = 1 (notar
que lap¢ = div(grad¢)), k = wy/ne e f =0,
em que agora o campo primdrio corresponde
a componente ndo nula de E (E;).

Considere-se a intensidade do campo
eléctrico em coordenadas cilindricas definida
por apenas a componente segundo z, a qual
apresenta exclusivamente uma dependéncia
radial, tal como se segue (Equagao (13)).

E=FE,(r)u, (13)
Aplicando duas vezes consecutivas o operador
rotacional a intensidade do campo eléctrico

dada pela Equagdo (13), tem-se o resultado
apresentado pela Equagdo (14). Considerando

10 ( 8EZ>
rotrotE=——— | r— | u,
or

rOr

apenas a componente segundo z — a tinica ndo
nula de rotrot E e tendo em conta a Equagao
(9) obtém-se a Equagdo (15). Aplicando de
seguida a correspondéncia estabelecida pela
Equagéo na Equacéo e tendo em conta
a mudanca de variavel dada por 7 = Kr, onde
K = wy/lie obtém-se a Equacdo (16), na qual
¢ =E,.

(14)

(15)

lg OF, N 0%E, _0
ror " or pe o2

A Equagédo (16) é uma equagdo diferencial de
Bessel [10]. A solugédo analitica da Equagao (16)
ldp d*¢
Tdz = dT?
é dada pela Equacdo (17), onde J; e Y, cor-
respondem as fung¢des de Bessel de primeira e

segunda espécies, respectivamente, de ordem
Zero, e vy, e 72 sdo constantes de integracdo.

¢ =1Jo (T) + 72Y0 (T) (17)

Para regides cilindricas macigas a Equagéo (17)
reduz-se a Equacgdo (18).

¢ =y +mJo (T) (18)

As constantes ; existentes nas equagdes
anteriores sdo obtidas através das condigdes
de fronteira que sdo impostas nas superficies
cilindricas do problema em particular. Em su-
perficies cilindricas que correspondem a in-
terfaces entre 2 regides distintas (regido 1 e
regido 2) é necessario ver garantido a conti-
nuidade da componente tangencial do campo
eléctrico (Equagao (19a)) e da componente nor-
mal do vector deslocamento eléctrico (Equagdo
(19b) — na qual se considera a inexisténcia de
distribui¢do superficial de carga).

nX(EQ—El):O
(DQ—Dl)-n:O

+¢=0 (16)

(19a)
(19b)

As condi¢des de fronteira definidas pelas
Equagdes e impostas numa su-
perficie de separacdo localizada em r = r;
(x = T;) permitem estabelecer as igualdades
identificadas nas Equacdes (20a) e (20b), res-
pectivamente.

p(T=12;)=0(T=1)) (20a)
do d¢
dr S - (200)

Para uma regido cilindrica macica, conside-
rando que a fonte do campo (¢) esta imposta
no eixo da regido cilindrica (r = 0 = = = 0),
tem-se a condicdo de fronteira de Dirichlet de-
finida pela Equagédo (21), a qual contribui para
a determinacdo da constante 7, da Equacgdo
(18). (Nestas condicdes vy = ¢; — 71 dado que
Jo (0) =1.)

¢ (T =0) = ¢ (21)
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3 METODOS NUMERICOS

O método dos elementos finitos (FEM - da
literatura inglesa Finite Element Method) é utili-
zado neste trabalho para a obten¢do da solugdo
numérica dos problemas abordados, os quais
sdo descritos por equagdes diferencias do tipo
eliptico. O método requer a decomposicdo do
dominio de calculo (dominio computacional)
em elementos individuais de forma a cons-
tituirem na sua totalidade uma particio do
dominio original — a interseccdo entre elemen-
tos é nula e a unido corresponde ao dominio
computacional completo. Para cada elemento
individual, definido topologicamente por N,
nodos, o campo aproximado ¢ em qualquer
ponto x no dominio do elemento é obtido
através da Equacdo (22), onde k corresponde
a ordenacdo topoldgica de cada nodo no ele-
mento, ¢, é a solugdo aproximada do campo no
nodo de ordem topolégica k e ¢f é a funcdo de
base para o elemento definida de forma a ser
igual a 1 no nodo £ e 0 nos restantes nodos do
elemento (bem como nos restantes elementos
da particdo).

Ne
¢ (x) =) dig (x) (22)
k=1

As fungdes de base sdo geralmente defini-
das recorrendo a estratégias de interpolacdo
polinomial. A ordem de interpolagdo escolhida
para as func¢des de base determina o niimero
(bem como a posigdo relativa) dos nodos no
elemento. Para a solugdo de problemas des-
critos por operadores diferenciais de segunda
ordem (como o operador laplaciano), a me-
nor ordem de interpolagdo possivel para as
fungdes de base corresponde a 1.* ordem (facto
possibilitado pela consideracdo da formulacdo
variacional com forma fraca). Para problemas
bi-dimensionais, considerando o desenvolvi-
mento do campo construido por fungdes poli-
nomiais de primeira ordem e elementos trian-
gulares (configuragdo topoldgica mais simples
em problemas 2D), as fung¢des de base tem a
forma dada pela Equagdo (23), onde os coefici-
entes sdo determinados através da localizacdo
dos 3 nodos (vértices) do elemento triangular.

oy (1, y) = ay + brr + dyy (23)

A solugdo aproximada do campo nos pontos
de discretizagdo do dominio espacial (nodos) é
calculada através da resolucdo de um sistema
de equacgOes algébricas lineares. Este sistema
de equagdes algébricas surge da aplicacdo do
método de Rayleigh-Ritz a formulagdo variaci-
onal com a forma fraca das equagdes diferen-
ciais do tipo eliptico. O sistema de equagdes —
o qual é tratado de forma matricial através da
Equagéo (24) — é constituido pelas contribuigdes
de todos os elementos através das chamadas
matrizes elementares de cada elemento ([M¢] e

(0] () = ()

(H¢)). A matriz [M¢] de dimensdo N, x N, entra
em conta com os parametros « e k da Equagdo
bem como com os coeficientes aj, b} e df
da Equagéao e a drea do préprio elemento.
Em cada elemento, os coeficientes o e k sdo
considerados constantes. A matriz (H¢) tem
dimensdo N, x 1 e considera a contribui¢do dos
termos fonte (pardmetro f na Equacdo (12)) e
as condicdes de fronteira em cada elemento.

Devido ao longo historial de aplicagdo e
desenvolvimento do método dos elementos
finitos, o seu formalismo e o0s detalhes
que permitem a sua aplicagio deixaram
de se encontrar exclusivamente nos artigos
cientificos pioneiros da 4rea, e existem
actualmente em intmeros livros de texto de
caracter didéctico (introdutérios e avangados)
em geral direccionados para um determinado
campo de aplicagdo [10], [11], [12], [13]. Para
a concretizacdo deste trabalho considerou-se
como estratégia fundamental a consulta da
referéncia [10]. Uma vez que ndo se pretende
aqui fornecer uma exposicdo longa e detalhada
de todos os procedimentos necessdrios para
a implementagdo do método dos elementos
finitos, recomenda-se para tal a consulta da
referida referéncia.

(24)

O método dos elementos finitos ndo permite
ser aplicado a problemas de fronteiras abertas
ou seja, a regides ndo confinadas por fronteiras
fisicas. Pelo contrario, o método dos elementos
de fronteira (BEM — Boundary Element Method)
que se baseia numa formulac¢do integral do
campo permite ser aplicado a uma regido
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aberta sem fontes homogénea onde o campo
é descrito por uma equacdo de Laplace. Desta
forma para o tratamento de problemas em
regides ndo confinadas é possivel estabelecer-
se uma combinacdo entre os dois métodos —
formando uma método hibrido - tal que o for-
malismo do FEM ¢ utilizado para descrever o
campo no interior da regido aberta e o método
BEM ¢é considerado para descrever o campo
no exterior da regido aberta. O acoplamento
entre os dois modelos é estabelecido através de
uma fronteira ficticia (que ndo tem realidade
fisica sendo apenas um artefacto auxiliar de
cdlculo) que separa as duas regides. Através
desta fronteira ficticia é necessédrio assegurar a
continuidade do campo ¢ e do fluxo (ad¢/on).
A adopgdo de um método hibrido é assim mais
adequada do que a utilizacdo do método dos
elementos finitos com condicées de fronteira
desapropriadas nas fronteiras livres (ficticias).

Um método hibrido particular corresponde
ao método que combina o método de ele-
mentos finitos e o método dos elementos de
fronteira de raiz analitica (método BEMA) —
método FEM/BEMA. Neste caso, para a regido
exterior é aplicada uma formulacdo de base
analitica para a descricdio do campo. Consi-
derando o método hibrido FEM/BEMA para
problemas 2D em que a fronteira ficticia é
descrita pela superficie de um cilindro, tem-se
que a solucdo é obtida através da resolugdo da
equagdo matricial descrita de seguida (Equagdo
(25)). Nesta equacdo, ¢y e ¢g corresponde a
solucdo aproximada do campo primadrio para
os nodos interiores e os nodos sobre a fronteira
ficticia, respectivamente.

My
Mgy

My s )
Mss + UG’ o

Esta equacdo matricial é semelhante a
apresentada na Equacdo (24), contudo neste
caso 0s nodos sdo organizados no interior
das matrizes de forma a separar as equagdes
associadas aos nodos interiores das associadas
aos nodos sobre a fronteira ficticia. A matriz
[Msg]| referente aos nodos sobre a fronteira
ficticia calculada pelo formalismo do método

dos elementos finitos é adicionada a matriz
[UG'] a qual é calculada dependendo da
configuracdo (simétrica ou anti-simétrica)
considerada. O procedimento para o céalculo
das matrizes [U] e [G'] aqui considerado é
0 mesmo que o apresentado na referéncia
[10]. Finalmente, refira-se que este método
requer uma distribuicdo uniforme dos nodos
ao longo da fronteira ficticia uma vez que se
considera sub-adjacente ao desenvolvimento
deste método a utilizacdo da transformada
discreta de Fourier.

Neste trabalho, o dominio computacional
para os diferentes problemas considerados é
discretizado em elementos finitos triangula-
res, compostos por 3 nodos uma vez que a
aproximacdo do campo é baseada em desen-
volvimentos polinomiais de 1.* ordem.

As malhas consideradas para discretizar o
dominio computacional e resolver os proble-
mas propostos neste documento foram geradas
através do codigo DistMesh [14] desenvolvido
em MATLAB (cédigo sem interface gréfica).
Este gerador de malhas ndo estruturadas con-
sidera a definicdo da geometria do dominio
computacional (regides) através de fungdes de
distancia de forma que um ponto particular
do espaco pertence ou ndo ao dominio com-
putacional dependendo do sinal da fungao de
distancia para as coordenadas do ponto. A
localizagcdo dos nodos é optimizada através de
um algoritmo que recorre a analogia entre uma
malha e uma trelica (estrutura), resolvendo em
cada iteracdo um balanco de forgas para cada
no da estrutura — que corresponde a cada nodo
da malha — devido a imposicdo de forgas exter-
nas sobre os nds exteriores [15]. Deste modo
os nodos da malha obtida correspondem as
posicdes de equilibrio dos nés da trelica. Os
elementos finitos (bem como os comprimen-
tos das barras da trelica na analogia com a
mecdnica aplicada) sdo obtidos pela rotina de
triangulacdo de Delaunay nativa do MATLAB
com base na posi¢do dos nodos [15].

Os modelos matematicos considerados para
resolver os problemas abordados neste re-
latério foram implementados numericamente e
resolvidos no programa de alto desempenho de
célculo numérico MATLAB (versdo 2015b, 64-
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bit e licenca académica). Este software foi utili-
zado no ambito deste trabalho numa maquina
com um processador Intel® Core™ i7-4770
(8M Cache e até 3,90 GHz) com 24 GB de RAM.
(Os tempos de computacdo para os modelos
numéricos desenvolvidos para cada problema
que a frente se referirdo dizem respeito ao
desempenho obtido com estas especificagdes de
hardware.)

4 RESULTADOS

Nesta seccdo sdo apresentados os resultados
obtidos para cada um dos problemas consi-
derados. Os problemas encontram-se dispos-
tos por ordem crescente de complexidade em
relagdo aos modelos matemaéticos e numéricos
envolvidos na sua resolucdo. Assim, comeca-se
por apresentar os resultados para o problema
do condensador descentrado, resolvido através
do método dos elementos finitos (Subsec¢do
4.1). De seguida, apresentam-se os problemas
para as linhas bifilar e microstrip resolvidos com
o método hibrido FEM/BEMA (Subsecg¢oes
e H respectivamente). Por fim, esta secgdo
termina com um problema do campo eléctrico
no interior de uma cavidade no dominio das
micro-ondas, a qual é composta por diferentes
regides (Subseccao lﬁ[) Este ultimo problema
é resolvido através da solucdo numérica da
equacdo escalar de Helmholtz com o método
dos elementos finitos.

4.1

A Figura |l| apresenta a sec¢do transversal do
condensador cilindrico descentrado. O con-
densador é constituido por dois condutores
cilindricos, um interno de raio R;,; € um ex-
terno de raio Ry, cujos centros distam Ac entre
si. Os valores para os pardmetros geométricos
necessdrios para a caracterizagdo total do pro-
blema encontram-se na Tabela [Il

O dominio computacional onde se pretende
calcular o campo primario (potencial escalar do
campo eléctrico) estd compreendido ao espago
dieléctrico existente entre os dois condutores
(regido sombreada a cinzento na Figura [1). Esta
regido (espaco livre) é considerada homogénea
(e (z,y) = C™) e sem fontes do campo (p =

Condensador Cilindrico Descentrado

Plano de Simetria

Figura 1: Secgdo transversal do condensador
cilindrico descentrado.

0). Consequentemente, a equagdo fundamental
para o campo eléctrico estatico, Equagdo (7),
aplicada a estas condi¢des reduz-se a equagdo
de Laplace (Equagdo (26)) - Equagdo com
a=¢ k=0e f=0.

lap ¢ = 0

Sobre a superficie condutora das duas arma-
duras do condensador (semi-circunferéncias) é
aplicada uma condicdo de fronteira de primeiro
tipo (tipo de Dirichlet) de forma a impor um
valor prescrito para o campo primério. Assim,
a superficie dos condutores representam duas
equipotenciais (linhas de constante potencial),
as quais limitam a gama de valores para o
potencial escalar no interior do dominio com-
putacional (pois ndo existem méximos para

(26)

Tabela 1: Parametros geométricos considerados
para a resolu¢do do problema do condensador
cilindrico descentrado.

A L Valor
Parametro Geométrico Normalizado [-]
Raio do condutor interior — Rint 2,0
Raio do condutor exterior — Rext 4,0
Distancia entre eixos dos 1.0

condutores — Ac
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o campo primdrio no interior do dominio
pelo facto do problema ser descrito por uma
equacdo do tipo Laplace). Como o centro do
condutor cilindrico interno estd desalinhado
com o centro do condutor externo apenas numa
das direc¢des transversais ao eixo do condutor
externo, entdo é possivel retirar partido da si-
metria geométrica do problema (pelo “Plano de
Simetria” identificado na Figura |l e considerar
apenas metade da seccdo transversal total do
condensador descentrado. Desta forma, o custo
computacional para resolver o problema é me-
nor do que o que seria necessario se se consi-
derasse o modelo fisico original (dominio com-
pleto). Para representar a simetria geométrica
do problema aplica-se uma condi¢do de fron-
teira de Neumann homogénea no plano de
simetria. As condi¢des de fronteira aplicadas
encontram-se resumidas de seguida (Equacdes
7)—(29)). Uma vez que o condutor externo
é considerado como condutor de referéncia
(¢ext = 0), U na Equacgédo (28) representa a
tensdo eléctrica aplicada ao condensador (U =
¢int - ¢ext)-

o Condutor Externo (Cond. de Referéncia):

¢=0 (27)
« Condutor Interno (Cond. Activo):

p=U (28)
o Plano de Simetria:

d¢

o 0 (29)

A solugdo analitica para o campo primaério
do problema do condensador cilindrico descen-
trado pode ser calculada através da Equagdo
proveniente do problema classico do
campo eléctrico estatico referente ao potencial
criado por duas cargas simétricas filiformes,
rectilineas e paralelas. As constantes a, O, K

z—a—0)" +y2
¢ (r,y) = Kln \/( ! -
\/(x~|—a—0)2+y2
—o
e ¢y sdo determinadas para as condigdes par-

ticulares do problema. As constantes a e O
dependem das propriedades geométricas do

(30)

condensador, enquanto que as constantes K e
¢o sdo determinadas de forma a reflectir o valor
do potencial escalar aplicado sobre os dois
condutores (condi¢des de fronteira do tipo de
Dirichlet). A Tabela [2] apresenta o valor destas
constantes para os dados do problema (ver Ta-

Tabela 2: Constantes a, O, K e ¢, da Equagdo
para as condigdes particulares do pro-
blema.

a[-]
5,123475

O[]
6,500000

K/U[-]
1,657862

¢o/U -]
1,768495

bela [l] e Equagdes (27) — (28)). Para o calculo do
valor analitico da capacidade por unidade de
comprimento (p.u.c.) normalizada do conden-
sador considerou-se a Equagdo (31) a qual re-
quer o célculo dos parametros geométricos kiys,
Kext, Tint/ Rint € Text/Rext através das Equagdes

32) - (33).

C _
5= Y (King /Kot (31)
Ty Ty 2
kin — int int o 1 32
! Rint - (Rint> ( a)
Xz T 2
kex _ ext ext —1 32b
! Rext * (Rext> ( )
Twe R — RE, — AP
— ex in 33
Rint 2ACfgint ( a)
Texe  R2, — B2, + Ac?
— ex’ m 33b
Rext QACRext ( )

Para obter a solu¢gdo numérica do problema
em questdo foram geradas 6 malhas uniformes
com diferentes dimensdes de base para os ele-
mentos finitos e, consequentemente, com um
numero total distinto de elementos finitos. A
Tabela [3| apresenta o ntimero total de nodos e
elementos finitos para cada malha gerada. As
Figuras [2a| e 2b] representam as malhas 1 e 3,
respectivamente. Os tempos de calculo compu-
tacional associados a fase de processamento do
cédigo desenvolvido — tempos requeridos para
o estabelecimento das equacdes matriciais e
resolugdo da equagdo matricial global — para as
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Tabela 3: Caracteristicas das malhas de elemen-
tos finitos geradas para a calculo do potencial
escalar do problema do condensador cilindrico
descentrado.

Malha N.° Nodos N.° Elementos
1 87 129
2 244 413
3 543 973
4 1298 2425
5 3879 7454
6 8703 16952

malhas consideradas variaram de 0,03s (valor
registado para a malha 1) a 1,76s (malha 6).

A Figura 3|apresenta as linhas equipotenciais
(dispostas com igual incremento para o po-
tencial escalar) calculadas de forma numérica
(parte superior da figura) e de forma analitica
(parte inferior da figura). A figura revela
uma excelente concorddncia entre a solucdo
numérica para 0 campo primario e a correspon-
dente solucdo analitica — ver por exemplo junto
ao plano de simetria (y ~ 0) a correspondéncia
entre as linhas equipotenciais obtidas por via
numérica e analitica.

VAV

/N N/
\VAVAVAVAV
VAAVAY.

&L \VAVAV/
kK
AN

N
<K/
v

a
WAy, A =
*Xéﬁﬁﬁnﬁ%
YR
SRR
KKK
KRR
KPP
KKK
PRIKPKKISHA
SRS
SRR
<> SR
AR
<> A e
SRR
LA
<\ SRR Y
SIS IR
' 5 e A% O 4"'
4}{} SRR
‘{}47 N R
<[>
' SRR
KKEKISKISKIKISKIK]
RIS
<I>KPKIPKIK KPR
KKK K]
SIS
KKK
SISKISKIKIKIRS
SRl
0 R
RSN

(a) (b)

Figura 2: Malhas de elementos finitos cria-
das para resolver o problema do condensador
cilindrico descentrado: (a) malha 1; (b) malha
3.

Numérica (¢)—>

y[-]
o
T

<— Solugao Analitica (¢) —I—Solugéo

Figura 3: Isolinhas do potencial escalar (linhas
equipotenciais) calculadas por via numérica
(parte superior, y > 0: ngﬁ) e por via analitica
(parte inferior, y < 0: ¢). (Resultados numéricos
obtidos com a malha 6.)

Para cada malha considerada, a Tabela
apresenta diferentes métricas para avaliar o
desempenho do método numérico, nomeada-
mente, o erro absoluto médio e maximo e a
raiz do erro quadrético médio (RMSE — Root
Mean Square Error) da solu¢do numérica em
relacdo a solugdo analitica para todo dominio
computacional. Os erros absolutos (EA) e a raiz
do erro quadratico médio foram calculados de
acordo com as Equagdes e (35), respec-
tivamente. Nestas equagOes ¢; e ¢;,f corres-
pondem aos valores numéricos (solugdo apro-
ximada) e valores de referéncia (por exemplo
solucdo analitica), respectivamente, para cada
nodo das malhas consideradas. Os resultados
apresentados na Tabela [4] estdo de acordo com
a concordancia observada na Figura 3] entre os
procedimentos numérico e analitico. Verifica-se
ainda na Tabela |4| que os erros diminuem com
o refinamento da malha tal como esperado.

EAl = |Q§l - ¢i,ref| (34)
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N

e (b o) 9

MSE = | —
RMS P

Tabela 4: Erros do campo primario calculado
numericamente para cada malha relativamente
a solucao analitica em todo o dominio com-
putacional para o problema do condensador
descentrado.

Erros® [-]
Malha —paNredio EA Maximo RMSE
1 512x 1077 3,38 x10°° 8,98 x 1077
2 1,34 x107%  1,98x 1072 2,51 x 1074
3 491 x107° 574x107* 852x107°
4 1,61x107°5 2,16x107* 2,86 x 107°
5 364x107% 942x107° 7,60x 107
6 1,57 x 1075 4,03 x107° 2,95 x 1076

*EA - Erro absoluto; RMSE - Raiz do erro
quadréatico médio (root mean square error).

A Tabela |5 apresenta os valores para a
capacidade p.u.c. normalizada do condensa-
dor cilindrico descentrado obtidos de forma
numérica para as malhas consideradas, bem
como o respectivo erro relativo em relacdo a
solucgdo analitica (solucdo calculada através da
Equagdo (31)). A capacidade p.u.c. normalizada
obtida numericamente foi calculada através da
Equacdo (36), onde ¢. corresponde a carga
eléctrica do condensador p.u.c. calculada atra-

C_

2me B 2melU

vés da Equagdo (37). O integral do fluxo de
deslocamento eléctrico (e (0¢/0n) —D - n)
na Equagdo (37) ao longo do contorno do
dominio que representa um dos condutores
(neste trabalho, o condutor activo) com o sen-
tido directo foi avaliado numericamente recor-
rendo ao préprio formalismo do método dos
elementos finitos. O resultado obtido através
deste procedimento para o cédlculo da carga
p-u.c. teve em conta com o facto do dominio
computacional apenas representar metade da
geometria completa do modelo fisico original
do condensador.
) ds

0 (¢

(36)

9¢

o (37)

10

Tabela 5: Capacidade normalizada e respectivo
erro relativo para cada uma das malhas consi-
deradas.

Cap. Normalizada Erro Relativo

Malha = o 00) -] (ER)® [%]
1 1,66144 2,16 x 101
2 1,65809 1,39 x 1072
3 1,65794 4,83 x 1073
4 1,65792 3,62 x 1073
5 1,65787 6,03 x 107*
6 1,65786 0
? Erro calculado em relagdio a solugdo

analitica aproximada a 5 casas decimais (i.e.,
(C/2me) ppyay. = 1,65786).

Em sintonia com a comparagdo entre a
solucdo numérica e analitica para o campo
primério, também para o célculo de grandezas
secunddrias como a capacidade normalizada
se verifica uma boa concordancia, tal como se
observa na Tabela 5l Mais uma vez o refina-
mento da malha (aumento do nimero de nodos
e elementos) contribui para uma aproximagdo
progressiva a solucdo analitica. Em particular,
a malha 6 permite alcangar o valor da solugao
analitica aproximada a 5 casas decimais.

Para concluir a exposicdo dos resultados re-
ferentes ao problema em questdo, apresenta-
se na Figura {4 as linhas (streamlines) do
campo eléctrico — outro exemplo de pos-
processamento. As linhas do campo eléctrico
sdo tangenciais aos vectores que representam a

Eaq ais
Linhas do Campo
Eléctrico

Figura 4: Linhas equipotenciais e linhas do
campo eléctrico com igual incremento do po-
tencial e do fluxo de deslocamento eléctrico,
respectivamente. (Resultados numéricos obti-
dos com a malha 6.)
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intensidade do campo eléctrico (E) e sdo linhas
que ndo se intersectam — uma vez que para
cada ponto no espaco dieléctrico apenas pode
existir um vector E especifico. As linhas equi-
potenciais sdo igualmente apresentadas na Fi-
gura [4 para demonstrar que o campo eléctrico
E é ortogonal as linhas equipotenciais respei-
tando desta forma simultaneamente a Equacao
e a condicdo de fronteira imposta no plano
de simetria (Equacdo (29)), segundo a qual
a componente normal do campo eléctrico no
plano de simetria é nula (ou seja E-n = 0,
onde n corresponde ao versor normal ao plano
de simetria).

4.2 Linha Bifilar

A Figura [5| apresenta a seccdo transversal da
linha bifilar aqui considerada. A linha bifilar
é constituida por dois condutores cilindricos
iguais e de raio R.ong, € cujos eixos distam 2L,
entre si (ver Figura[5). O dominio espacial onde
se pretende calcular o campo primério (poten-
cial escalar do campo eléctrico) corresponde
ao espaco livre que envolve os dois conduto-
res e que estd confinado por uma superficie
cilindrica (fronteira ficticia) localizada a uma
distancia de Rjs. do centro do segmento de recta
que une os centros dos dois condutores (regido

Fronteira P -
Ficticia ~ ~I ~
7
\ Ve :% : N
o
/ Si \
/ Z N
/ Condutor 1 < I cond \
o
P. Sim. 2 -\l
/
Condutor 2 /
/
/
/
/
/
7
~
-~ —

~—~_—

Figura 5: Secgdo transversal da linha bifilar.

sombreada a cinzento na Figura [5). O valor
dos parametros que permitem caracterizar a
geometria do sistema da linha bifilar acima
referidos (Reonda, L1 € Rg.) encontra-se na Tabela

6l

Tabela 6: Parametros geométricos considerados
para a resolucdo do problema da linha bifilar
no espago livre.

A L Valor
Parametro Geométrico Normalizado [-]
Raio dos condutores — Rcond 1,0
Raio da superficie ficticia — Rgc 5,0
Distancia entre o eixo dos condu- 20

tores e o plano de simetria 1 - L;

A regido aberta que envolve a linha bifi-
lar (espaco interior limitado e exterior — que
tende para o infinito — a fronteira ficticia) é
homogénea e ndo contém fontes do campo.
Desta forma a equacdo fundamental do campo
eléctrico estdtico para o espago aberto (ndo
confinado) para este problema, tal como no
problema anterior corresponde a equacdo de
Laplace (Equagdo (26)). O método hibrido que
combina o método dos elementos finitos e
o método de elementos de fronteira de raiz
analitica (método hibrido FEM/BEMA) é aqui
aplicado. O método dos elementos finitos é
aplicado a regido fechada (regido interior li-
mitada pela fronteira ficticia) e o0 método dos
elementos de fronteira é aplicado de forma a ter
em consideracdo o efeito da regido exterior na
fronteira ficticia (substituindo assim a necessi-
dade de aplicacdo de uma condigdo de fronteira
inadequada sobre a fronteira ficticia).

O problema é resolvido de duas formas
equivalentes, considerando as configuracoes
simétrica e anti-simétrica. Em ambas as
configuragdes o dominio computacional cor-
responde a metade do geometria completa do
modelo fisico original apresentado na Figura
Bl Na configuracdo simétrica, o dominio onde
se calcula o campo primdrio corresponde a
regido envolvida pelo plano de simetria 2 (P.
Sim. 2, na Figura [5) e pela fronteira ficticia. Na
configura¢do anti-simétrica, o dominio compu-
tacional corresponde ao espago delimitado pelo
plano de simetria 1 e pela fronteira ficticia.
Desta forma, um dos condutores fica com-

11
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(30) para as condic¢des particulares do pro-

Tabela 7: Constantes a, O, K e ¢, da Equagdo
blema.

configuracdo anti-simétrica — neste trabalho

pletamente contido no interior da regido da
considerou-se o condutor 2.

K/U[-] ¢o/U -]

—3,796629 x 10~

O[]

Relativamente as condi¢des de fronteira, para
a configuracdo simétrica considera-se sobre a

0

1,732051

teira de Dirichlet dadas pelas Equagoes (38)

e (de forma a impor uma tensdo U na
linha) e sobre o plano de simetria considera-

superficie dos condutores as condi¢des de fron-

As Figuras|6ale bb|apresentam as malhas uni-

se uma condicdo de fronteira de Neumann fo
homogénea (Equagdo (40)). Para a configurag

rmes de elementos finitos criadas para resol-

problema através das duas configuracdes

deradas (configurag

a0 ver o

anti-simétrica, aplicam-se apenas condi¢des de consi

fronteira do tipo de Dirichlet, de valor nulo
sobre o plano de simetria desta configurag

(Equacao (42

trica e anti-
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)) — uma vez que este plano de nas malhas

— Plano de simetria (P. Sim. 2):
— Plano de simetria (P. Sim. 1):

— Condutor 1:
— Condutor 2:

— Condutor 2:
dadas pela Tabela m O valor analitico da

capacidade p.u.c normalizada da linha bifilar é
calculado através da Equagédo (43).

A solugdo analitica do campo primadrio para
o problema da linha bifilar pode ser obtida
através da Equagdo onde agora as cons-

« Configuracdo Anti-simétrica

sobre a superficie do condutor 2 (Equacdo (41)).
« Configuragdo Simétrica

tantes a, O, K e ¢, — especificas para as pro-

igual a metade da tensdo U imposta na linh
priedades geométricas e condi¢oes de fronteira
sobre a superficie dos condutores do problema

simetria corresponde a equipotencial 9 =0—-e 4

— sao

configuracdo simétrica (1279 nodos e 2409 ele-
mentos); (b) configuragdo anti-simétrica (1268

(43) nodos e 2364 elementos).

"

Ly
Rcond

o
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— 81 nodos encontram-se colocados a igual
distancia sobre a fronteira ficticia.

O tempo de processamento para os mo-
delos numéricos a resolver com as malhas
consideradas é inferior a 0,23s para ambas
as configuragdes. A Tabela [§] indica os erros
absolutos médio e maximo, e a raiz do erro
quadrético médio para ambas as configuragoes.
Os valores dos erros encontram-se dentro da
mesma ordem de grandeza para ambas as
configuracbes — note-se que a densidade de
elementos por unidade de superficie é seme-
lhante nas malhas de ambas as configuragoes
(ver Figura |6).

Tabela 8: Erros do campo primario aproximado
para as duas configuragdes relativamente a
solucdo analitica em todo o dominio compu-
tacional para o problema da linha bifilar.

Configuracao Erros” ||
EA Médio EA Maximo RMSE
Simétrica 263x107° 465x10°% 465x10°°
Anti-simétrica 3,33 x 107° 3,79x107* 5,10x 107°

* EA - Erro absoluto; RMSE - Raiz do erro quadratico médio
(root mean square error).

As Figuras [7a| e [7b| comparam os resulta-
dos obtidos para o campo primdrio através
do procedimento numérico e analitico para
a configuracdo simétrica e anti-simétrica, res-
pectivamente. Para cada configuracdo as li-
nhas do campo primdrio obtidas de forma
analitica e numérica encontram-se representa-
das em metade do dominio espacial completo
e de forma simétrica em relacdo ao plano
de simetria considerado pela configuragdo
em questdo. Verifica-se um bom acordo en-
tre as solugdes numérica e analitica para
as duas configuragdes. Verifica-se ainda na
configuragdo simétrica (Figura [7a) a existéncia
da linha equipotencial ¢ = 0, a qual era anteci-
pada e por isso imposta na configuracdo anti-
simétrica através condicdo de fronteira aplicada
no plano de simetria (P. Sim. 1). As linhas
equipotenciais sdo semelhantes para ambas as
configuracbes uma vez que o problema re-
solvido é o mesmo — o facto de se conside-
rar um dominio espacial diferente em cada
configuragdo é tido em conta na adopgédo apro-
priada das condic¢bes de fronteira.

13
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Figura 7: Linhas equipotenciais obtidas por via
numérica e analitica para as configuragdes: (a)
simétrica; (b) anti-simétrica.

A capacidade p.u.c. normalizada da linha
bifilar obtida de forma numérica para ambas
as configuracdes é apresentada na Tabela (9
O mesmo procedimento descrito na subsec¢do

anterior (Subsecgdo§.1) para o célculo do valor
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numérico da carga eléctrica e capacidade p.u.c.
normalizada (Equacdes e (36), respectiva-
mente) foi aqui aplicado. Os erros relativos
para ambos os casos sdo inferiores a 2,2 x 1074,
O erro relativo obtido para a configuragdo anti-
simétrica é ligeiramente superior ao obtido
através configuracdo simétrica, o que estd em
sintonia com o facto do erro absoluto médio
e da raiz do erro quadratico médio ser li-
geiramente superior para a configuracdo anti-
simétrica (ver Tabela [8).

Tabela 9: Capacidade normalizada e respectivo
erro relativo para as duas configuragdes consi-
deradas para o problema da linha bifilar.

Cap. Normalizada Erro Relativo

Configuracio

(C/2me) [ (ER)* [%]
Simétrica 0,37969 7,00 x 1073
Anti-simétrica 0,37974 2,11 x 1072

? Erro calculado em relagdo a solugdo analitica ar-
redondada com 5 algarismos significativos (i.e.,
(C/27€) ppar. = 0,37966).

A Figura [§ apresenta as linhas do campo
eléctrico obtidas a partir dos resultados
numéricos para a campo primdrio calculados
pela configuragdo simétrica. Tal como se ve-
rificou no problema anterior (Subsecgdo {4.1),
também neste problema as linhas do campo
eléctrico sdo ortogonais as linhas equipoten-
ciais. Esta evidéncia é particularmente ob-
servavel no plano de simetria 2 (y = 0) onde
as linhas do campo eléctrico coincidem com o

— Linhas

Xt
Figura 8: Linhas equipotenciais e linhas do
campo eléctrico com igual incremento do po-
tencial e do fluxo de deslocamento eléctrico,
respectivamente. (Resultados numéricos obti-
dos com a configuragdo simétrica.)

mesmo e no plano de simetria 1 (z = 0) sobre o
qual as linhas do campo eléctrico apresentam
um maximo.

4.3 Linha Microstrip

A Figura [9] representa uma linha microstrip
suspensa no vacuo, composta por duas fi-
tas condutoras e uma placa metélica (sistema
de condutores) separadas por um substrato
dieléctrico. Pretende-se calcular o potencial

—_— T — ~
-~ i ~
il i N
/ Fitas | Lo N\
/ Condutoras I \
/ Ly \
/ Syl \

/ — __;__:L__l Lg \
| Ls Substrato Dieléctrico | \
I Placa Metélica ii L4 }
| fe———>
\ Ly i |

\ £ /

\ LE /
\ < J
; /
|

Fronteira N - : _

Ficticia ~ ——

Figura 9: Secgdo transversal da linha microstrip.

eléctrico em torno do sistema de condutores,
ou seja nas regides correspondentes ao vacuo
e ao substrato dieléctrico (regides sombreadas
a cinzento na Figura [9). Este dominio espacial
é envolvido por uma superficie cilindrica auxi-
liar (fronteira ficticia) que separa a regido inte-
rior onde se pretende obter o campo primdrio
de uma regido exterior que se estende ao in-
finito. Na regido interior, devido a existéncia
de heterogeneidades no meio (regides com di-
ferentes propriedades) a equacdo fundamental
corresponde a Equacdo com p = 0 (sem
a existéncia fontes do campo) e no exterior
corresponde a equagdo de Laplace (regido ho-
mogénea e sem fontes do campo). A solugdo do
problema requer a aplicagdo do método hibrido
FEM/BEMA pelo facto do espaco envolvente a
linha, em termos reais, ndo ser confinado por

14
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nenhuma fronteira fisica. A Tabela [10 lista os
parametros geométricos para os componentes
da linha microstrip (L, a Ls) e para a fron-
teira exterior do dominio espacial (Rg.) em
consideragao (ver Figura [9 para a identificagao
dos parametros apresentados na Tabela [10).

Este problema é resolvido para os modos
simétrico e anti-simétrico aproveitando a si-
metria do dominio espacial considerado na
Figura (9] através do plano de simetria. Desta
forma, apenas metade da geometria original
— dominio espacial limitado pelo plano de si-
metria e fronteira ficticia — serd considerado
como dominio computacional para ambos os
modos. As condi¢des de fronteira aplicadas
sobre a fita condutora e a placa metdlica sdo
as mesmas para os dois modos: condi¢des de
fronteira do tipo de Dirichlet impondo um
potencial especifico U sobre a fita condutora
e um potencial nulo sobre a superficie da
placa metélica (Equagdes e (45), respectiva-
mente). Relativamente a condigdo de fronteira
imposta sobre o plano de simetria, para o modo
simétrico considera-se uma condicdo de fron-
teira de Neumann homogénea (Equacio (46))
e para o modo anti-simétrico uma condicdo de
fronteira de Dirichlet com um valor nulo para
o campo primério (Equagdo (47)) — o plano de
simetria corresponde neste modo a linha do
campo primadrio igual a zero.

e Modo Simétrico e Anti-Simétrico
— Fita condutora:

6=U (44)
— Placa metalica (referéncia das tensdes
eléctricas):
=0 45)
e« Modo Simétrico
— Plano de simetria:
¢
— =0 46
o (46)
e« Modo Anti-simétrico
— Plano de simetria:
»=0 (47)

Para a resolugdo numérica do problema fo-
ram criadas 5 malhas uniformes de elementos

Tabela 10: Pardmetros geométricos considera-
dos para a resolucdo do problema da linha
microstrip.

A o Valor
Parimetro Geométrico Normalizado [-]
Dimensoes L1, Lo e Ls 1,0
Dimensodes Lg e L4 0,5
Dimenséo L3 3,0
Raio da superficie ficticia — Rsc 5,0

finitos com diferentes densidades de elemen-
tos (diferentes dimensdes caracteristicas para
os elementos). A Tabela [11] mostra o ntmero
total de nodos e o numero de elementos em
cada uma das regides consideradas (substrato
dieléctrico e espaco livre — vazio). A Figura [10]
ilustra as malhas 1 e 2 consideradas na Tabela

111} Uma vez que se pretende aplicar o método
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hibrido FEM/BEMA foi garantida sobre a su-
perficie ficticia um espagamento constante en-
tre nodos em todas as malhas consideradas.

Dois valores para a constante dieléctrica re-
lativa do substrato (e, s,,) foram considerados:
1 e 2,25. O primeiro valor (¢,5,, = 1) corres-
ponde a definir apenas a existéncia de vacuo
em torno do sistema de condutores. Para todas
as combinagdes entre os valores da constante
dieléctrica do substrato, modos e malhas, os
tempos de computagdo associados a fase de
processamento do algoritmo variaram entre
0,12 a 2,3s. Para a mesma malha e constante
dieléctrica do substrato, o tempo de processa-
mento associado ao modo simétrico verificou-
se ligeiramente superior ao valor registado
para o modo anti-simétrico.

Uma vez que a solugdo analitica do campo
primério para os modos considerados neste
problema ndo é conhecida, a validacdo dos

Tabela 11: Malhas de elementos finitos geradas
para a célculo do potencial escalar no problema
da linha microstrip.

Malha N.° N.° Elementos
Nodos Sub. Diel. Esp. Livre
1 801 169 1290
2 1409 316 2303
3 3722 536 6570
4 6951 969 12473
5 8996 1352 16145
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Figura 10: Malhas de elementos finitos criadas
para resolver o problema da linha microstrip:
(a) malha 1; (b) malha 2 (ver Tabela [11). Os
elementos pertencentes a regido ocupada pelo
substrato dieléctrico encontram-se destacados a
cinzento.

modelos matemaéticos considerados e da conse-
cutiva implementagdo numérica é feita através
da comparacdo dos resultados obtidos no p6s-
processamento com os resultados fornecidos
pela referéncia [10]. Estes resultados, conside-
rados para este trabalho como resultados de
referéncia, foram obtidos através de uma outra
implementacdo numérica para o mesmo mo-
delo matematico.

As Figuras|l1ae[11blapresentam as linhas do
campo primario considerando ¢,45 = 1 para
os modos simétrico e anti-simétrico, respectiva-
mente, calculadas com a malha mais refinada
(malha 5). Embora ndo se apresentem aqui os
resultados de referéncia para as linhas equi-
potenciais (por ndo existir autorizacdo prévia
para a reprodugdo das figuras com interesse)
verifica-se que os resultados apresentados nas
Figuras [11a|e[l1b|estdo em perfeito acordo com
os resultados de referéncia, os quais podem ser
consultados nas Figuras 6.11 e 6.12 (pdgina 210)
da referéncia [10].

As Figuras [12a] e [12b] apresentam as linhas
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Figura 11: Linhas equipotenciais para €, su» = 1
obtidas por via numérica considerando a ma-
lha 5 para os modos: (a) simétrico; (b) anti-
simétrico.

equipotenciais obtidas com ¢, = 2,25 para
os modos simétrico e anti-simétrico, respecti-
vamente. As diferencas das linhas do campo
primério obtidas com &, 5, = 2,25 € € qup = 1
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sdo particularmente evidentes para o modo 1T 1 1 1 1 1 1T T T 1
simétrico. Estas diferencas podem ser obser-
vadas com maior facilidade a partir das Fi- af
guras [13a| e [13b| que apresentam para além
das linhas equipotenciais as linhas do campo
eléctrico, para os dois modos e para os dois 2t
valores da constante dieléctrica aqui consi-
derados. Na superficie de separagdo entre

o substrato dieléctrico com ¢, = 2,25 e S of 1
o espago envolvente, verifica-se a existéncia Al |
de uma descontinuidade do gradiente das li-

nhas do campo primério, bem com das li- 2r I
nhas do campo eléctrico. Esta observagdo é N J

a consequéncia da continuidade da funcdo
(,0¢/0n) que o método dos elementos fini-
tos garante através da interface entre as duas s
regides de forma a respeitar a condi¢do de fron-
teira (Dgub — Dyasio) - 1 = 0 sobre a superficie
de separacdo. Para o caso em que é atribuido a
regido do substrato dieléctrico ¢, 4, = 1 ndo se
verificam as descontinuidades referidas, uma sl
vez que nesta situacdo o meio que envolve
o sistema de condutores (onde se aplicada o
método dos elementos finitos) é homogéneo st
— deixam de existir em termos praticos inter-
faces entre regides com diferentes constantes
dieléctricas. 1

Por fim, pretende-se calcular a matriz dos
coeficientes de capacidade para o sistema
de condutores. A matriz dos coeficientes de
capacidade pode ser calculada através da L
resolugdo de um problema tnico que envolve \

a consideracdo da geometria completa para o ’ \
modelo fisico (sem a reducdo da dimensao af N
do problema através de simetria existentes) e ~
em que um dos condutores é definido como '
activo e o outro como de referéncia. (Este pro- 54 3 21
cedimento foi aplicado por exemplo em [16].) ®)

Em alternativa, a matriz dos coeficientes de ) _ o

capacidade foi obtida considerando a solugdo Figura 12: Linhas equipotenciais para e, =
numérica dos dois modos para o calculo da 229 obtidas por via numerica Con.s,lderando a
carga por unidade de comprimento sobre a su- n}alha.S para os modos: (a) simétrico; (b) anti-
perficie que limita a fita condutora (gsim € gasim) simetrico.

e tendo em consideragdo o sistema de equagdes

descrito pelas Equagdes e (48b), onde Cy;

e (2 sdo os coeficientes de capacidade prépria gasim = C11U — C1oU (48b)
e mutua, respectivamente.

y[-]
o

/
_ Plano de Simetria
AN

/
|

x
—ol
—

As Tabelas|[12|e[13|apresentam para &, 4, = 1,00
e grsub = 2,25, respectivamente, os elemen-
gsim = C11U + CuU (48a) tos da matriz dos coeficientes de capacidade

17
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yI[-1

yI[-1

Ersub = 2,25 ——
1 1 L 1
2

3 4 5

Figura 13: Linhas equipotenciais e linhas do
campo eléctrico para €, b =1 (z < 0) € g, 5up =
2,25 (xz > 0): (a) modo simétrico; (b) modo anti-
simétrico. (Resultados numéricos obtidos com
a malha 5.)

normalizados obtidos com as malhas consi-
deras para este problema. Os erros relativos
para cada malha sdo calculados tendo como
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referéncia os resultados obtidos para a malha
mais refinada. Uma vez que ndo é conhecida
a solugdo analitica para a matriz dos coefici-
entes de capacidade, considerou-se este proce-
dimento para determinar a sensibilidade dos
resultados (elementos da matriz dos coeficien-
tes de capacidade) com a malha considerada —
este procedimento corresponde a um estudo de
independéncia da solugdo em relagdo a malha
considerada. Verifica-se através deste procedi-
mento que os erros relativos dos coeficientes
de capacidade prépria e muatua para os dois
valores da constante dieléctrica do substrato
(Tabela [12 e [13) diminuem a medida que se
consideram malhas cada vez mais refinadas.
Os erros relativos dos resultados obtidos para
a malha 4 em relagdo a malha de referéncia
(malha 5) sdo inferiores a 0,3%.

Os resultados para o caso &, s = 2,25 sdo
comparados com os resultados disponiveis na
referéncia [10]. De acordo com esta referéncia,
os o0s coeficientes de capacidade prépria e
mutua normalizados sdo iguais a 0,983 e
—0,107, respectivamente. Este resultados fo-
ram obtidos com uma malha uniforme (sem
refinamentos locais evidentes) composta por
2052 elementos. Também é referido que es-
tes resultados apresentam um erro inferior a
2,3% em relagdo aos resultados obtidos com
uma discretizacdo desconhecida através de um
c6digo comercial.

Tabela 12: Elementos da matriz dos coeficientes
de capacidade normalizados e respectivos erros
relativos® (ER) considerando ¢, sy, = 1,00 para
cada uma das malhas consideradas.

(Cll/Zﬂ'Eo) (C12/27l'50)
Malha v 1or [-]  ER [%] Valor [-] ER [%]
1 057943  1.8886 —0.10818 3.1170
2 057480 10744 —0.10683 1.8301
3 057110 04238 —0.10563  0.6863
4 056932 01108 —0.10510 01811
5 0.56869 — 010491 -

2 Erros relativos calculados considerando como re-
feréncia os resultados obtidos com a malha 5.

A Tabela [13| revela que foram obtidos para a
malha mais refinada (com 17497 elementos) os
valores de 0,963 e —0,103 para os coeficientes de
capacidade prépria e matua normalizados, res-
pectivamente. Estes valores sdo relativamente
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proximos dos valores de referéncia. Contudo,
verifica-se que para malhas com um ntmero
de elementos mais préximo do ntimero con-
siderado na malha utilizada pelo estudo de
referéncia (2052 elementos) — ou seja, conside-
rando as malhas 1 e 2 — os resultados aqui
obtidos encontram-se ainda mais préximos dos
valores de referéncia.

Tabela 13: Elementos da matriz dos coeficientes
de capacidade normalizados e respectivos erros
relativos® (ER) considerando ¢, g,, = 2,25 para
cada uma das malhas consideradas.

(011/271'50) (Clz/Zﬂ'Eo)
Malha v 10r [-] ER [%] Valor [-] ER [%]
1 008620 24602 —0.10784  4.2638
2 0.07596 13963 —0.10602  2,5041
3 0.96857  0.6286 —010451  1.0442
1 0.96421 01756 —0.10373  0.2901
5 0.96252 — 010343  —

2 Erros relativos calculados considerando como re-
feréncia os resultados obtidos com a malha 5.

4.4 Cavidade em Micro-ondas

O problema abordado nesta subseccdo é ex-
traido da literatura, nomeadamente de um ar-
tigo publicado pelo jornal do Instituto de En-
genheiros Quimicos Americano (AIChE Jour-
nal) [17]. Neste artigo, os autores usam um
cédigo comercial de elementos finitos (COM-
SOL Multiphysics) para estudarem numerica-
mente o desempenho do aquecimento pro-
movido por micro-ondas num pequeno (milli-
sized) reactor/permutador de calor — aqui refe-
rido simplesmente por reactor — de escoamento
continuo montado numa cavidade, conside-
rando para tal o acoplamento entre o campo
electromagnético e as equagdes que governam
o transporte de calor e o escoamento. O reactor
com geometria tubular é composto por dois
tubos concéntricos. Ao tubo central é fornecida
uma mistura reactiva (composta por etanol e
acido acético) cujas propriedades a identifi-
cam como altamente absorvente de radiacdo
na gama das micro-ondas. No tubo envolvente
(exterior) é promovido um escoamento anular
de um fluido frigorigéneo (tolueno) transpa-
rente as micro-ondas que se pretende para o
controlo da temperatura do tubo central. A

Figura [14] apresenta a sec¢do longitudinal da
cavidade (incluindo o reactor). Note que ape-
nas metade da geometria da cavidade con-
siderada se encontra representada na figura
devido a existéncia de um plano de simetria.
As dimensdes das regides e a identificagdo
dos meios (e propriedades) existentes em cada
regido sdo estabelecidas nas Tabelas [14] e [15]
respectivamente. A largura da porta da cavi-
dade (2L o) corresponde a largura do guia
de onda rectangular WR340, tal como se refere
no artigo de referéncia. Embora as dimensdes
da cavidade ndo se encontrem explicitamente
definidas na referida publicagdo, as dimensdes
aqui consideradas ndo sdo muito diferentes
das dimensdes de referéncia por andlise de
representacdes esquemadticas e graficas dos re-
sultados existentes no artigo. Dois valores para
a distancia da parede condutora oposta a porta
em relacdo a posicdo (fixa) do reactor (distancia
L,) foram considerados. Na Tabela (15| verifica-
se que a mistura reaccional é o tnico meio
do reactor que contribui para a dissipagdo
de energia por apresentar um valor ndo des-
prezédvel para a componente complexa da per-
mitividade relativa (¢]). Da referida publicacdo
sabe-se ainda que o valor das componentes
(real e complexa) da permitividade relativa
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Figura 14: Representacdo esquematica da ca-
vidade em micro-ondas
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Tabela 14: Pardmetros geométricos considera-
dos para a resolu¢do do problema da cavi-
dade em micro-ondas. (Dimensdes do reactor
extraidas da referéncia [17].)

Paridmetro Geométrico Valor [mm]

Dimensdo Lporta 43,18
Dimensao L; 86,36
Dimensédo Lo {1; 0,8865} Lporta
Raio R; 1,50
Raio Rs 2,00
Raio R3 3,50
Raio R4 4,50

Tabela 15: Meios existentes em cada regido e
respectivas propriedades dieléctricas. (Proprie-
dades recolhidas da referéncia [17].)

Permitividade Relativa

Regido Material s ] Obs.
1 Mistura 11,6 7,9 310K
reaccional 14,7 6,3 340K

2 Quartzo 4,2 — -

3 Tolueno 2,4 — —

4 Quartzo 4,2 — —

5 Espaco livre 1,0 — -

da mistura reaccional é dependente da tem-
peratura. Esta dependéncia é indicada para a
gama de temperatura 295 — 345 K. Neste tra-
balho consideram-se duas temperaturas para a
mistura reaccional (310 e 340K) para as quais
as respectivas componentes da permitividade
relativa se encontram definidas na Tabela [15]
Neste problema pretende-se calcular no
dominio da frequéncia o campo primério que
corresponde a componente segundo z (direc¢ao
perpendicular ao plano da representagdo es-
quematica fornecida na Figura [14), da ampli-
tude complexa do vector intensidade do campo
eléctrico (E), ou seja E.. A equagdo fundamen-
tal do campo primério corresponde a equacao
escalar — o campo primdario é uma funcio
escalar — de Helmholtz homogénea (Equagdo
(11)). A partir do célculo do campo primario
é possivel determinar a densidade de energia
térmica dissipada na regido da mistura reac-
cional, a qual pode ser posteriormente impor-
tada para a simulagdo do campo de térmico e
hidrodindmico. Também como objectivo deste
problema pretende-se avaliar a capacidade de
adaptacdo de solugdes analiticas cilindricas
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a configuragdes rectangulares do campo. A
vantagem da utilizagdo de um procedimento
analitico, em relagdo a um equivalente com-
putacional, consiste na poupanca de tempo de
cdlculo e memoria necessdria. Estes factores
sdo preponderantes para a condugdo de estu-
dos extensos de sensibilidade paramétrica e de
optimizacao.

Antes de se proceder ao cdlculo dos
objectivos pretendidos para este problema
considerou-se uma etapa inicial de validacdo
aos modelos envolvidos de forma a ver garan-
tida a sua correcta implementacdo numérica.
Esta fase de validacdo consiste na comparagdo
do campo primdrio com a solugdo analitica da
equacdo de onda homogénea no dominio da
frequéncia, aplicada a uma cavidade cilindrica
(regido confinada) no centro da qual se encon-
tra o reactor em consideracdo.

A Tabela [16] apresenta as malhas gera-
das para o propésito de validagdo e para o
problema em questdo. As malhas identifica-
das como MW_CAV-VAL, MW_CAV1 e MW_CAV2
correspondem as malhas consideradas para
validacdo e para as geometrias da cavidade
do problema com L; = Lyoa € com Ly =
0,8865Lorta, respectivamente. Devido a dispa-
ridade existente em termos de escalas de com-
primento que é necessdrio ter em consideragdo
para a solugdo do campo, foram considera-
das (ao contrario dos problemas apresenta-
dos nas sec¢oes anteriores) malhas nao unifor-
mes. Desta forma, pretende-se assegurar uma
discretizacdo apropriada nas diferentes regides
do reactor e por outro lado garantir uma
poupanga de elementos — que se reflecte numa
economia da memodria e do tempo de proces-

Tabela 16: Caracteristicas das malhas geradas
para as trés geometrias (modelos fisicos) con-
sideradas: MW_CAV-VAL — cavidade cilindrica
considerada para validagdo; MW_CAV1 — cavi-
dade rectangular com Lo/Lyors = 1; MW_CAV2
— cavidade rectangular com Ly/Lyorta = 0,8865.

Geometria N.° N.° Elementos na Regiio:
Nodos 1 2 3 4 5
MW_CAV-VAL 6312 125 141 701 701 10686
MW_CAV1 8077 174 144 699 701 14082
MW_CAV2 7996 174 144 701 701 13924
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samento necessdrio — nas regides envolventes
ao reactor (espago vazio da cavidade). Para
as discretizagdes dos trés dominios espaciais
foram considerados os mesmos valores para
os parametros de refinamento requeridos pelo
gerador de malha. Desta forma, justifica-se o
numero semelhante de elementos colocados so-
bre o dominio do reactor para os trés casos.
As malhas para a cavidade cilindrica consi-
derada para validacdo e a para a cavidade
do problema com Ly = Ly S30 apresenta-
das nas Figuras respectivamente.
As ampliagdes sucessivas as malhas no local
de instalagdo do reactor permitem mostrar a
discretizagdo do dominio espacial ocupado por
cada regido do reactor. Embora para a ge-
ometria da cavidade cilindrica de validagao
se pudesse aproveitar ainda mais as simetrias
existentes — considerando-se apenas 1/4 do
modelo fisico completo da cavidade cilindrica
— 0 mesmo ndo foi considerado. Esta opgado
ficou a dever-se ao facto do procedimento de
geracdo de malha (nomeadamente a definig¢do
da geometria) ndo ser user-friendly nem flexivel
para discretizar diferentes geometrias sem uma
quantidade razodvel de esforco. Assim, sem
qualquer prejuizo no desempenho numérico do
cédigo de elementos finitos desenvolvido e nos
objectivos de validagdo pretendidos, optou-se
por considerar as definicdes geométricas das
regides do reactor consideradas na Figura
(i.e., 1/2 do reactor em vez de 1/4 que seria a
geometria suficiente) para o dominio computa-
cional da cavidade cilindrica de validacdo.
Para o caso de validagao, considerou-se que o
campo é excitado a uma frequéncia de 2,45 GHz
através de uma funcdo constante ¢ = 0,97
aplicada na superficie de excitacdo localizada
em r = R;/2 (condi¢do de fronteira de Dirich-
let). (r = 0 corresponde ao centro da cavidade
considerada para fins de validagdo.) A cavi-
dade estd limitada por uma parede metélica
cilindrica perfeitamente condutora em r =
Lyota (Ver geometria da cavidade de validagdo
na Figura . Sobre esta parede aplicou-se
uma condi¢do de fronteira de Dirichlet im-
pondo ao campo um valor nulo (¢ = 0), de
forma a ver respeitada a condi¢do de fronteira
n x E = 0, onde n corresponde a normal a pa-
rede. No plano de simetria considerou-se uma
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Figura 15: Malhas de elementos finitos cria-
das para resolver o problema da cavidade em
micro-ondas: (a) malha considerada para vali-
dar o modelo numérico (malha MW_CAV-VAL);
(b) malha para a cavidade em consideracdo
com Ly = Lyora (malha MW_CAV1) — ver Tabela

condig¢do de fronteira de Neumann homogénea
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(0¢/0n = 0). As condigdes de fronteira para o
caso de validacdo encontram-se resumidas de
seguida através das Equagoes (49)-(51).
« S. Excitagdo (r = Ry /2, —7/2 <0 < 1/2):
¢ =097 (49)

o Par. Metdlica (r = Lpota, —7/2 < 6 < 7/2):

¢»=0 (50)
o P.Sim. (R1/2 <7 < Lyopta, 0 = w/2{—1;1}):

dp

- 0 (51)

A Figura [l6] apresenta os resultados
numéricos (linhas do campo eléctrico) para
o caso de validagdo considerando quatro
condicdes: 1) cavidade sem reactor; 2) cavida-

0.05 " T T T T

Reactor Sem Alimentagao Sem Reactor (Espago Vazio)

0.04 |-

0.03 |

0.02

0.01F

E o
>
-0.01
-0.02
-0.03 -
-0.04}
Mist. Reacc. a 310K Mist. Reacc. a 340K
-0.05 C1 1 1 1 L 1 1 L 1 1 1]
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01  0.02 0.03 0.04 0.05
x [m]
Figura 16: Linhas do campo eléctrico obti-

das numericamente no contexto do esforco de
validacdo do modelo para quatro casos: 1) sem
reactor (Quadrante I); 2) com reactor mas sem
alimentacao (Q. II); 3) com reactor e mistura
reaccional a 310K (Q. II); 4) com reactor e
mistura reaccional a 340 K (Q. IV). As interfaces
entre diferentes regides do dominio registam-se
a vermelho enquanto que a superficie onde é
imposto o campo primdrio de estimulo (porta
de excita¢do) para toda a cavidade é identifi-
cada a azul.
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de com reactor mas sem alimentagdo (apenas
as paredes tubulares de quartzo sdo considera-
das); 3) cavidade com reactor em que a mistura
reaccional se encontra a 310K; e 4) cavidade
com reactor em que a mistura reaccional se en-
contra a 310 K. Devido ao facto das proprieda-
des geométricas e dieléctricas e das condicOes
de fronteira de Dirichlet serem invariantes com
a coordenada angular (¢), verifica-se que as
linhas do campo primdrio obtidas sdo perfei-
tamente cilindricas e concéntricas com o eixo
do reactor. Desta forma a solucdo numérica
pode ser comparada com uma solugado analitica
considerando fungoes cilindricas (funcdes de
Bessel) ao longo da coordenada radial.

As Figuras [17a] e [17b] apresentam a

1

T T T T
Sem Reactor = Solugao Numérica
Solugdo Analitica
7 0.8
—
(=]
&
‘© 0.6 4
£
‘=
- %
0.4 4
8. I™N\— Mist. Reacc. 340K
g _— Mist. R 310K
ist. Reace. 310K
002} [ — i
Reactor Sem Alimentacgao
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r-r,/R-r [-1
(@)
x10™

(<))

Sem Reactor

Reactor Sem Alimentagéo i
Reactor Com Mist. Reacc. a 310 K
Reactor Com Mist. Reacc. a 340 K

w
T

S
T
1

Erro Absoluto [-]
N w

=

1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r-r,/R-ry [-]

(b)

o

Figura 17: Comparacdo entre o desempenho
do modelo numérico e a solugdo analitica para
os quatro casos considerados na Figura [16} (a)
perfis radiais do campo eléctrico calculados de
forma numeérica e analitica; (b) erro absoluto da
solucdo numérica ao longo da coordenada ra-
dial em relacdo a solugédo analitica. (1 = R;/2,
R= Lporta-)
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comparacao entre 0 campo  primario
numérico e analitico e o erro absoluto da
solucdo numérica em relagdo a analitica ao
longo da coordenada radial (normalizada),
respectivamente, para as quatro condic¢Oes
analisadas na Figura [16] A Tabela [17] resume
os resultados da validacdo. Verifica-se que os
resultados obtidos através da implementacdo
numérica do método dos elementos finitos
para o problema abordado nesta subsecgdo
estd em acordo bastante satisfatério com as
solugdes analiticas para todas as condigdes
consideradas no interior da cavidade.

Tabela 17: Erros do campo primdério aproxi-
mado para diferentes casos em relagdo a res-
pectiva solugdo analitica.

Caso Erros® [-]
EA Médio EA Maximo RMSE
Vazio 795x107° 540 x10°F 952 x 10 °
Reac. S/ Alim. 1,26 x 107* 3,39 x 107* 1,40 x 10~*
Mist. 310K 1,98 x107*  3,10x107* 2,16 x 107*
Mist. 340 K 2,11 x 107*  3,27x107* 229 x10~*

? EA - Erro absoluto; RMSE - Raiz do erro quadrético médio
(root mean square error).

Depois de validado o modelo, considere-
se novamente o problema principal desta
subsecc¢do. Tal como no artigo de referéncia, o
campo é excitado pelo modo TE;; com uma
frequéncia de 2,45 GHz pela porta da cavidade.
O campo eléctrico, E, contém apenas a compo-
nente segundo z (direc¢do normal ao plano da
secgdo longitudinal da cavidade fornecida na
Figura , E., ndo nula. O campo primario,
¢, é definido como sendo igual a E,/E,, onde
Ey corresponde a amplitude do campo eléctrico
na porta de excitagdo. Assim, na porta da cavi-
dade é considerada uma condicdo de fronteira
do tipo de Dirichlet dada pela Equagao (52).
Nas paredes metélicas é imposta uma condicao
de fronteira de Dirichlet atribuindo ao campo
primério (que corresponde a componente tan-
gencial a parede do campo eléctrico) um valor
nulo (ver Equagdo (53)) de forma a respeitar
a condicdo de fronteira n x E = 0, na parede
perfeitamente condutora. Sobre o plano de si-
metria considera-se uma condigdo de fronteira
de Neumann homogénea (Equagdo (54)) para
garantir que a condicdo n x H = 0 (ou seja,
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que a componente tangencial do campo H seja
nula), tal como é considerado no artigo de re-
feréncia. De seguida, resumem-se as condigdes
de fronteira aplicadas na cavidade do problema
desta subseccdo. (A origem do referencial (z, y)
coincide com o eixo do reactor.)

« Porta (y = —Ly):

T
¢ = cos (2 Lporta) (52)

« Paredes Metalicas (z = Lyorta € Yy = Lo):

¢=0 (53)
« Plano Simetria (z = 0):

¢

— = 4

o~ Y (54)

Note-se que a condi¢do de fronteira imposta
na porta da cavidade (Equagdo (52)) permite
respeitar as condi¢gdes de fronteira n x E = 0
(Equacdo (53)) e n x H = 0 (Equagdo (54)) na
parede metdlica lateral (z = Lyota) € NO plano
de simetria (z = 0), respectivamente.

As Figuras [18a| e [18b| apresentam as li-
nhas do campo primdrio aproximado (solugdes
numéricas) no interior da cavidade sem a
presenca do reactor e com o reactor (com duas
temperaturas para a mistura reaccional), res-
pectivamente, em que a dimensdo L, da ca-
vidade ¢é igual a L,uta. O tempo de processa-
mento para o calculo do campo primédrio para
estas condi¢Oes variou entre aproximadamente
5,2 (cavidade sem reactor) e 5,5s (restantes ca-
sos). Comparando as figuras em consideracao,
verifica-se que na presenga do reactor as linhas
do campo sdo deformadas deixando de ser
concéntricas em relacdo ao centro do referencial
(eixo do reactor), como se observa no caso
da cavidade vazia. Com a presenga do reac-
tor verifica-se que as propriedades dieléctricas
associadas a temperatura mais elevada (340 K)
conduzem ainda de forma mais expressiva a
uma deformagdo do campo. As diferengas en-
tre as linhas do campo obtidas para as duas
temperaturas sdo mais visiveis a montante do
reactor (y < 0) pois deixam de coincidir em
x =~ 0 de forma mais evidente.

As Figuras [19a e [19b] comparam a solucdo
numérica da Figura [18a] com a solucdo
cilindrica analitica — considerada na fase de
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0.04 |-

0.02 -

-0.02

y [m]
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-0.06

-0.08

I L
-0.06 0.06
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€— Tyist. = 310K
1 I

Tist. = 340K —»
1 L 1

-0.02

0.02
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Figura 18: Linhas do campo eléctrico no inte-
rior da cavidade com Ly = Lyota: (@) cavidade
sem reactor (espago vazio); (b) cavidade com
reactor no interior do qual a mistura reaccio-
nal estd a 310 K (esquerda) e 340 K (direita).
A vermelho identificam-se as superficies de
separagdo entre regides do reactor.
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validagdo deste problema. Em particular, a Fi-
gura apresenta a comparacdo de dois per-
fis do campo primdrio obtidos numericamente
(perfis da Figura desde (z,v) (0,0)
a (z,y) = (0,L), em que para L se consi-
deram dois valores. Para L mais proximo do
centro das linhas do campo (ou seja L
Lyorta/4) verifica-se um melhor acordo da
solucdo numérica com a solucdo analitica. Esta
evidéncia é verificdvel para toda a gama de

é
L que se possa considerar (]0; Lyora]) € nao
apenas para os dois valores que se consideram
na Figura tal como se demonstra na Fi-
gura [19bl Nesta figura (Figura conclui-se
que a solugdo analitica cilindrica é tanto mais
adequada para a descrigdo do campo eléctrico
numa cavidade rectangular quanto menor for
a distdncia ao centro das linhas do campo. De

Solugao Numérica

Solugao Analitica

L= Lporta/4—

ofe 0:8
r/L[-]
(a)

0.2 0.4

0.03

Erro Absoluto Médio
—— Erro Absoluto Maximo
—— RMSE

0.025

o
o
N

o
=)
pat
wn

Erros [-]

L L
0.6 0.8

Porta [-1

0.2 0.4
r/L

(b)

Figura 19: Comparacdo entre as solugdes
numérica e analitica para o caso sem a presenca
do reactor (dominio homogéneo) ao longo
do eixo z: (a) perfis normalizados do campo
primario (®(r) = (¢(r)—¢(0))/(¢(L)—#(0))); (b)
erros da solugdo numérica em relagdo a solucao
analitica desde r =0 a r = Lyota-
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facto, a medida que a distancia ao centro das li-
nhas do campo aumenta a geometria das linhas
tende a abandonar a configuragdo cilindrica
para se ajustar a configuracdo rectangular im-
posta pelas paredes metélicas da cavidade (ver

Figura [18a).

Procede-se de seguida a mesma analise para
verificar a adequabilidade de uma aproximacao
de caracter analitico cilindrico para a descri¢do
do campo numa cavidade rectangular com o
reactor no seu interior. Verifica-se na Figura
[18b| que o critério do campo ser concéntrico
relativamente ao eixo do reactor ndo é res-
peitado para a configuracdo da cavidade com
L2/Lporta =1

As Figuras [20a| e 20b| apresentam perfis do
campo primdrio desde (z,y) = (0,0) até a
parede metdlica (segundo os eixos x e y) para
o caso apresentado na Figura [18a| (Figura [20a))
e para o caso do reactor com uma temperatura
de 310 K para a mistura reaccional apresentado

na Figura [18b| (Figura [20b). Verifica-se o que

o

o
N

N\

Campo Primério [-]
S
B
Campo Primdrio [-]
S S & =
© o
N\

N
-

“o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/L[-1 r/L[-]

(@) (b)

Campo Primario [-]
S o o o
® o » N

N

N
N}
o

0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/L [-1

(©

Figura 20: Perfis do campo primério desde
o centro do reactor (r = 0) até r = L (em
que ¢ (L) = 0) ao longo dos eixos y e z):
(@) La/Lpowta = 1 sem a presenca do reactor;
(b) Ly/Lyorta = 1 com a presenca do reactor
em que a mistura reactiva estd a 310K; (c)
Ly/Lpota = 0,8865 com a presenca do reactor
em que a mistura reactiva esta a 310 K.
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ja se concluiu para o caso da cavidade vazia:
as linhas do campo sdo concéntricas a um
ponto que corresponde a origem do referencial.
O mesmo ndo se observa no caso do reactor
com a mistura a 310K, tal como se conclui
pela falta de sobreposi¢do dos perfis segundo
z e y na Figura 20b| Contudo, considerando
a cavidade rectangular com a dimensdo L, =
0,8865Lporta, jd se verifica uma sobreposicdo
dos referidos perfis e desta forma garante-
se que para estas dimensdes da cavidade as
linhas do campo estdo mais préximas de uma
configuragdo concéntrica com o eixo do reactor.
A Figura [21] apresenta as linhas do campo
primdrio para a cavidade com as dimensdes
referidas (Lo = 0,8865Lp0rta) contendo no inte-
rior o reactor com a mistura reaccional a 310 K.
Verifica-se por comparacdo entre as Figuras[18b|
(esquerda) e [21] que as linhas do campo estdo
mais centradas com o eixo do reactor para a
cavidade com L; = 0,8865Lpota do que com

L2 = Lporta-
As  Figuras [22a{22d| apresentam a
008k T T T T 1
0.02 |- 4
or 4
g -0.02 4
>

-0.04

2

0,1
0,4
0,6 25
08 |
m 0
-O.IOZ (I) 0.|02 I I

0.04 0.06

-0.06

-0.08 -

I
-0.06

x [m]

(@)

Figura 21: Linhas do campo eléctrico no inte-
rior da cavidade com Ly/Lyora = 0,8865 consi-
derando a presenca do reactor e no interior do
qual a mistura reaccional estd a temperatura de
310 K.
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comparagdo entre perfis normalizados do
campo primério ao longo de = desde o eixo do
reactor até x = L para o caso representado na
Figura [21] e para a solugdo analitica cilindrica.
A Figura [22¢| apresenta os erros da solugdo
numérica em relacdo a solucdo analitica
cilindrica para 0 < r < Lyoa, €m que r €
coincidente com o eixo z e centrado no eixo
do reactor. Tal como no caso da cavidade
vazia apresentado atrds, também aqui para
distancia pequenas em relagdo ao eixo do
reactor se verificam resultados préximos entre
a solucdo aproximada na cavidade rectangular
e a solucdo analitica cilindrica. Contudo, para
distancias mais elevadas (0,7 < r/Lpoita < 0,75)
verifica-se a existéncia de um maximo local
para os erros que decaem para valores de
r superiores até r/Lyoa ~ 0,87, voltando
novamente a aumentar monotonicamente
até a 7/Lporta 1. Este evidéncia ndo foi
observada anteriormente e deve-se ao facto
das linhas do campo ndo estarem confinadas a
uma regido com uma configuracdo quadrada
(como anteriormente se observou — ver Figura
[18a) mas estarem agora, devido a presenca
de carga na cavidade, confinadas por uma
configuragdo rectangular — recorde-se que na
Figura se considera Ly/Lyota = 0,8865 e
nao Ly/Lyorta = 1 como na Figura Desta
forma, a medida que a distdncia ao eixo do
reactor aumenta, a configuracdo geométrica
das linhas do campo néo varia de circular para
quadrangular (como se observou na Figura
[18a), mas sim de circular (quando a distancia
tende para zero) para uma configuracdo em
elipse, para no fim (préoximo da parede) se
ajustar a configuracdo rectangular.

Finalmente, pretende-se determinar a densi-
dade de energia térmica devido a exposicdo
da mistura reaccional as micro-ondas no in-
terior da cavidade. O mesmo procedimento
considerado na publicagdo de referéncia é aqui
aplicado. O valor local da densidade de energia
térmica é dada pela Equagdo (55), onde E.
corresponde ao valor eficaz, o qual é determi-
nado através da Equagdo (56), em acordo com
a referéncia [10].

(55)

"2
QMW = w€0€TEef
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Figura 22: Comparacdo entre as solucdes

numérica e analitica para a cavidade com re-
actor em que a temperatura da mistura re-
accional é de 310K ao longo do eixo z: (a)
- (d) perfis normalizados do campo primaério
(@(r) = (o(r) — ¢(0))/(¢(L) — ¢(0))) para di-
ferentes razdes L/L,ota; (€) erros da solugdo
numérica em relagdo a solucdo analitica desde
r=0ar= Lyota-

Eef

)
Uma vez que E = F.u, e E, = ¢/E;, entdo
a Equacdo (55) pode ser rescrita tendo em
conta a Equagéo através da forma dada

pela Equacdo (57), em que Qjy corresponde
a densidade de energia térmica normalizada

(56)

N | —
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(Quw/ Ep).

Qhrw = %w50€:f¢ o (57)
A densidade de energia térmica normalizada
média (Qfy) € calculada como a razdo entre o
integral de )3,y na superficie correspondente
a Regido 1 (mistura reaccional) e a correspon-
dente érea, de acordo com a Equagdo (58). O
método de integracdo de Gauss-Legendre de
primeira ordem foi utilizado para a avaliacdo
do integral de Q;;w na superficie.

Qo = LG4 (58)

As Figuras [23a] e [23b| apresentam a
distribuicdo da densidade de energia térmica
normalizada para as duas temperaturas
consideradas da mistura reaccional (310 e
340K) com Ly/Lporta = 1 € Lo/ Lporta = 0,8865,
respectivamente. Verifica-se que a cavidade
com Ly/Lyota = 0,8865 promove uma
distribuicdo mais uniforme da densidade de
energia térmica para ambas as temperaturas
(em particular para a mistura reaccional
a 310K). Relativamente a cavidade com
Ly/Lyorta = 1, a reducdo de L, para o valor
considerado permitiu diminuir o desvio
padrdo da densidade de energia térmica
normalizada local em aproximadamente
25% e 21% para as temperaturas de 310
e 340K, respectivamente. Este facto pode
assumir grande relevancia quando se pretende
garantir um aquecimento o mais uniforme
possivel sobre a carga (amostra) submetida as
micro-ondas.

A Tabela [1§| resume os resultados apresenta-
dos nas Figuras [23a| e 23b|na forma de valores
médios. Os valores médios para cada tempe-
ratura ndo variam significativamente com a
alteracdo da dimensdo da cavidade. Recorde-
se que a mistura reaccional ocupa uma fracgdo
muito pequena da cavidade (o raio da Regido
1 onde circula a mistura reaccional é de apenas
1,5mm). E expectével que um reactor com di-
mensOes mais elevadas cause uma deformacgao
mais significativa no campo e que, conse-
quentemente, varia¢cdes da dimensdo L, sejam
mais notdveis em termos de valores médios
da densidade de energia térmica. A Tabela

%1073
T

y [m]

Tist. = 340K — 7|
1 I L

0.5 1 15
%1073

«1073
T

15F

0.5F

y [m]
o

-0.5 F

-1.5

| <€— Thist. = 310K Thist. = 340K — 7|

) . .
15 1 05 0 0.5 1 15
%1073

(b)

Figura 23: Distribuicdo da densidade de ener-
gia térmica normalizada (Qiny [W.m™'.V~2]) na
regido central do reactor (Regido 1 — ver Figura
MD para duas temperaturas da mistura reac-
cional (T, = 310 e 340 K) considerando: (a)
L2/Lporta =1 (b) LQ/Lporta = 0,8865.

118 revela ainda que para a mesma cavidade
a densidade de energia térmica normalizada
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obtida com a mistura reaccional a 310 K é mais
elevada do que a obtida a temperatura de
340 K. Esta observacgdo estda em sintonia com as
propriedades dieléctricas definidas na Tabela
para a mistura reaccional (7 .. (310K) >

r,mist.
8r,mist. (340 K))

Tabela 18: Densidade de energia térmica
normalizada média para duas temperatu-
ras da mistura reaccional e para diferentes
localizagdes da parede metalica oposta a porta
da cavidade em relacdo ao reactor.

Qi [W.m™ 1.V~

L2/ Lporta T = 310K Tone = 340K
T (MW_Cavi) 0,6712 05560
0,8865 (MW_CAV?2) 0,6740 0,5593

5 CONCLUSAO

Este relatério apresenta os resultados da
aplicagdo do método dos elementos finitos a
vérios problemas do campo electromagnético,
descritos matematicamente por equacdes di-
ferencias do tipo eliptico. Consideram-se trés
problemas do campo electrostatico — condensa-
dor cilindrico descentrado, linha bifilar e linha
microstrip — e um problema do campo eléctrico
no interior de cavidades no dominio das micro-
ondas. Uma combinac¢do entre o método dos
elementos finitos e 0 método dos elementos de
fronteira de raiz analitica foi também conside-
rada para a resolu¢do de problemas de fron-
teiras abertas — problemas da linhas bifilar e
microstrip. O desempenho preditivo de todos os
modelos desenvolvidos foi confrontado com re-
sultados de referéncia (benchmarks). Verificou-se
para todos os modelos aqui apresentados uma
boa concordancia entre os seus resultados e os
resultados de referéncia. Para além do campo
primdrio vérias grandezas secundarias foram
também calculadas dependendo do problema
em consideracdo. O presente relatério contribui
assim com exemplos classicos (e introdutorios)
no contexto da simulagdo numérica dos cam-
pos em electrotecnia, de robustez, flexibilidade
e versatilidade do método dos elementos fini-
tos.
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