9 Regressao linear simples

91 Modelos de regressao

Objectivo

Modelagdo da relagdo de uma variavel aleatéria (Y - variavel resposta) com uma ou vé-
rias variaveis explicativas (z1,...,z;) de forma que, tanto quanto possivel, a variagdo

observada de Y possa ser atribuida ao efeito das varidveis explicativas.

Forma funcional

Y = f(z1,...,z;;6) + E em que E é uma varidvel aleatéria

Na venda para consumo alimentar as ostras sdo classificadas de acordo com o seu volume.

Uma empresa produtora planeia implementar um sistema de classificagdo automatica das

ostras e avalia 2 propostas:
e 2D - contagem de pixels numa imagem da ostra

e 3D - contagem de pixels numa representacio tridimensional da ostra
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Exemplo - Os dados recolhidos
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Dados

Um conjunto de pontos observaveis (z;,Y;),i =1,...,n
Definicao
Modelo de Regressdo Linear Simples (MRLS)

Y =060+ bz + E,i=1,...,n
Bo, B1 - pardmetros do MRLS

E,; - erro aleatério associadoa Y; = (Y | z = ;)

Pressupostos usuais do MRLS
1. E[El] =0 <— E[Y;] = Bo + Piz;
2.Var[Ei] = 0? <= Var[y;] = o*

3. E;’s ndo correlacionados <= Y;’s ndo correlacionadas

Interpretacao dos parametros do MRLS

Bo = ordenada na origem = E[Y | = 0]
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By =declivedarecta=E[Y |z =xz¢+ 1] — E[Y | z = x|

Aplicabilidade e validade do MRLS
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9.2 Inferencias no MRLS
n n
2 2
SQ(Bo, 1) = Y E} =) (Yi— o — fimi)
=1 =1

(B 05 Bl) = arg min SQ(Boy, B1) - estimador de minimos quadrados

S 2 Y,—nzY

95Q(po,p1) A
0By 1 ET,I: 22 —nz?
05Qn ) _ — 9 . L
9B, - B = Y -5z

Equacdo de regressdo estimada
BIY | 2] = fo + re
Nota
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Intercept = 0.337 Slope = 0.000265 Intercept = 0.42 Slope = 2.48e-06
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Alternativa: método da mdxima verosimilhanca

Pressuposto adicional:

E; NN(O,O’z) <— Y; NN(B(M—Blmi,az)

Inl 1 —— (i~ (Bo+Fr:))?
£ s s 2 = e 202
Gl i—1 V2mo?

Os estimadores de maxima verosimilhanca de 3, e 8; coincidem com os anteriores e

S (Yi - (Bo + /5)11'1'))2

~2

Opmv = "
Nota
B3] = %50
Inferéncias sobre 34
T = Bl—_fl ~ t(n_g) - variavel fulcral para (5

Hipoteses importantes
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Hy: B, =0contraH;: (3, #0

Hy: B, =0contraH;: (3, #0
e 2D:ty = 12.406, valor-p =6.77 x 10713

e 3D:ty, = 24.019, valor-p = 3.165 x 102

Inferéncias sobre (3,

~ t(n—2) - variavel fulcral para Sy
1 z? ~2
\/(ﬁ + Ew?fnfz ) g

Estimacao da resposta esperada
E[Y3] = E[Y | z = zo] = Bo + Bizo

Estimador pontual: E[Yy] = B, + 8120

(Bo + BleO) — (Bo + B1z0)

— ~ tn-2)
\/ (% + —;}fﬁwz) &

Nota

As inferéncias podem ndo ser vélidas fora do intervalo de valores de x considerado - ex-
trapolagio.
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Nota

As inferéncias podem nio ser vélidas fora do intervalo de valores de x considerado - ex-

trapolagio.
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Exemplo - Estimacgao da resposta esperada
e 2D: zy = 50000 px
E[Yy] = 13.581 cm?
ICo.05(E[Y0]) = [12.997,14.165] cm?®
e 3D: 29 = 5000000 px
E[Y;] = 12.796 cm?

ICo.95(E[Yy]) = [12.52,13.071] em?®
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Bandas de confianga (95%)
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9.3 Avaliacao do MRLS

Ha um grande nimero de técnicas para avaliar a qualidade do ajustamento de um MRLS.

Vejamos uma das mais simples.
Sendo §J, = B, + B,z; pode mostrar-se que
Z (vi —9)° = Z (v — ;)" + Z ;- 9)°
<= SQT = SQE + SQR
variagdo total em Y = variagdo devida ao erro aleatério + variagdo explicada pelo MRLS
Coeficiente de determinacao

SOR SQE [ \2Y (zi—Z)°
R =2 g 22 =
SQT SQT (Bl> S (g — g)Z

R? - proporgio da variacio em Y explicada pelo MRLS
Por definicio 0 < R? < 1.

R = ++/R? - coeficiente de correlagio empirico

Qual é o melhor método de classificagdo de ostras?
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e 2D: R? =0.841

e 3D: R? = 0.952

Exercicio

Interessa estudar a relagio entre a resisténcia de um determinado tipo de plastico (Y) e o
tempo que decorre a partir da conclusdo do processo de moldagem até ao momento de
medic¢do da resisténcia (z [horas]). As observagdes que se seguem foram efectuadas em 12

pecas construidas com este plastico, escolhidas aleatoriamente.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; 32 48 72 64 48 16 40 48 48 24 80 56
yi 230 262 323 298 255 199 248 279 267 214 359 305

Exercicio

a. Represente graficamente as observagdes e desenhe a recta que, no seu entender,
melhor se ajusta as observacgges.
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Exercicio
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b. Considere um modelo de regressio linear simples para explicar as observagdes. Ob-
tenha a estimativa dos minimos quadrados dos coeficientes da recta de regressio e
desenhe-a no gréfico.

5 - D1 TiYi —nTY 164752 — 12 x 48 X 269.92
PSP 2 ong? 31486 - 12x 482
= 24167
By = 7—BE=269.92 —2.4167 x 48 = 153.9167

Exercicio

Equagdo de regressdo estimada:

E[Y |z] = B, + B,z = 153.92 + 2.42z
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Exercicio

c. Calcule o coeficiente de determinacdo e comente o valor obtido.

R (Z?:;l Z;Y; — ni@)z _
(Z?zl %2 - "Ez) (E?zl %2 - "52)

(9278.08)2 0.0503
3838 x 23378.92

Isto é, 95.93% da variabilidade total da resisténcia do plastico é explicada pelo modelo de

regressdo com o tempo decorrido entre a moldagem e a medigdo da resisténcia.

Exercicio
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d. Proceda ao teste da hipdtese “O coeficiente angular é nulo”. Qual o interesse desta
hipétese?

Hipoteses
H,:p3,=0contraH;:8; #0

Estatistica de teste

ﬁl Hy
Ty = ~ t(10),
@'2
¥, 22 —1232

Exercicio
Valor observado da estatistica de teste: to = 15.35.
Valor-p

p=2x P(Ty > 15.35) = 2.81 x 1075,

Note-se que p < 0.001 = 2 x 0.0005 pois F;(TO)

(0.9995) = 4.587.
Conclusdo

Rejeita-se Hy para niveis de significAncia de pelo menos 2.81 x 10™%, ou seja, h4 evidén-
cia contra Hy, isto é, o tempo decorrido entre a moldagem e a medicdo da resisténcia in-

fluencia significativamente a resisténcia do plastico.

Exercicio

e. Calcule o intervalo de confianga a 95% para o valor esperado da resisténcia obtida
48 horas depois de concluida a moldagem. Acha legitimo usar o mesmo procedi-
mento tratando-se de um periodo de 10 horas em vez de 48 horas? Justifique a sua
resposta.

Variavel fulcral para E[Y |x = zo] = Bo + Bizo:

(Bo + Bﬁo) — (Bo + B1z0)

(e g5

W =

~ (10)

Exercicio
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Intervalo aleatério de confianca para E[Y |z = x| a 95%:

. . S
(Bo + Brzo) £ Ft(_ll())(o’975) (— + M) 5

nooy a:f —nz?

P(—2.228 < W < 2.228) = 0.95 pois F, (0.975) = 2.228

Exercicio
Estimativa pontual:

E[Y|z = 48] = 153.91 + 2.4167 x 48 = 269.91
Intervalo de confianga para E[Y |x = 48] a 95%:

[263.035; 276.785]

Exercicio

Nio é aconselhavel considerarmos z, fora do dominio dos dados observados, visto que

nio ha informagio fora desse dominio. O que acontece com zy, = 10 ¢ [16, 80].
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