8 Testes de hipoteses

e Nos dois capitulos anteriores vimos como usar os dados observados para determi-
nar um valor ou um conjunto de valores plausiveis para um parametro cujo valor
numa populagido é desconhecido.

e Agora o procedimento inverte-se: escolhido um valor ou um conjunto de valores
possiveis para um parametro, vamos avaliar se os dados observados contrariam ou
nio essa escolha.

e Por fim, iremos analisar uma questdo de uma natureza diferente - o ajustamento de
uma distribuicdo a uma variavel aleatdria.

8.1 Testes de hipoteses parametricas

Seja X = (X3,...,X,) uma amostra aleatéria de uma populacdo com distribuicdo

fx(z;0),6 € O©.
Hipoteses paramétricas
Hipotese nula: H;, : § € O,
Hipotese alternativa: H, : § € O,
com® =0,UB0;e0,NO; =0.
Tipos de hipoteses
Hipoétese simples

e H:0=20,
Hipéteses compostas

e H:0+#6,

e H:0>6jy0uH:0>6,

e H:0<6youH:0<§6,

Consideremos uma amostra observada de dimensdo 30 com Z = s*> = 11 de uma popula-
¢do X ~ N(u,0? =9).
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Pretende-se testar a hipdtese de interesse
Hy:p=10
contra a alternativa
Hy:p+#10

Mais precisamente, pretende-se avaliar se a amostra observada contém informacdo que

contrarie significativamente a hipétese de interesse.

Ja usdmos atras a variavel fulcral

X —
z=2"" N1
N
Neste caso, isto quer dizer que
— K
Z = = N(0,1),
V30

em que p representa o valor desconhecido da média da populagio.

Admitindo que Hj é verdadeira obtemos a estatistica de teste:

X —-10
3

V30

= ~ N(0,1)

Que valores de Z se deverdo encarar com surpresa, caso H, seja verdadeira?

A resposta a pergunta anterior permite estabelecer a forma da regido critica (ou regido

de rejeicdo de Hy), RC C R, que é definida completamente de forma que
P(ZO € RC | H()) < a,

em que « é uma probabilidade, em geral pequena, a que se chama o nivel de significan-

cia do teste.

Para um nivel de significincia o = 0.05 obtem-se a regido critica:
RC0.05 = ]—OO, —196[ U ]196, —I-OO[,

ou, equivalentemente, a regra de decisdo:
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1. Rejeitar Hy para a = 0.05 se | Zy| > 1.96;
2. Nao rejeitar H, para a = 0.05 no caso contrario.

Para a amostra observada tem-se

11 —-10
3

V30

20 = = 1.826 ¢ RCy o5,

e, portanto, ndo se rejeita H, ao nivel de significincia de 0.05 (ou menor).

Nota

Para as hipdteses consideradas, o teste de hipédteses aplicado é equivalente a averiguar se

o valor 10 estd ou n3o incluido no ICj g5().

T — fio

N

|20 < 1.96 <— <1.96 <—

_ g _ g
— —-196— < po <z +1.96—

vn Vn
Estatistica de teste

Escolha de uma estatistica de teste adequada T'(X) cuja distribui¢do sob Hj seja conhe-
cida e que, de alguma forma, permita avaliar o grau de discordincia entre os dados e a hi-

pétese Hy.
Regiao critica ou de rejeicao de H

Admitindo que H, ¢é verdadeira, define-se uma regido C CR tal que a
P(T(X) € C| Hy) < a, em que a é uma probabilidade, em geral pequena, a que se

chama o nivel de significincia do teste.
Concretizacao do teste de hipoteses
Observada uma amostra x = (1, ..., z,) calcula-se T'(x) e é tomada uma decis3o:

e seT(x) € C rejeita-se Hy para o nivel de significincia «;

e caso contrario nao se rejeita Hy para o mesmo nivel de significancia a.
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Avaliacao de um teste de hipoteses

Numa decisdo sobre uma hipdtese H, ha dois erros possiveis:
Erro de tipo I: rejeitar Hy quando H, é verdadeira

Erro de tipo II: nio rejeitar Hy quando H é falsa

As respetivas probabilidades sdo:

a(f) = P(rejeitar Hy | Hy verdadeira)

= P(T(X) € C| € ©y)

B(0) = P(ndo rejeitar Hy | Hy falsa)

=P(T(X)¢ZC|0c©)
Definicao
A poténcia de um teste de hipdteses é definida por

), 0O
P(rejeitar Hy | 0) = {a( ) ’

Uma vez que o teste foi definido a custa de

X—p
3

V30

7 =

~ N(0,1)

podemos avaliar as probabilidades de cada um dos erros:
o = P(Rejeitar Hy | H, verdadeira)
B(pn) = P(Nao rejeitar Hy | H, falsa)

Como deve ser a fungdo poténcia do teste ideal?
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Potencia do teste ideal

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0

P(Rejeitar Hy | p) =
— P(|Z0] > 1.96 | ) =

—1- P(Z| < 196 | 1) =

—1-® (1.96+ 103“) +® (—1.96+ 103“>
= =

Nota

P(Rejeitar Hy | p = 10) = 0.05
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1.00
0.95
0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
0.55
0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

1.00
0.95
0.90
0.85
0.80
0.75
0.70
0.65
0.60
0.55
0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

Poténcia do teste (a=0.05)

7.0

Poténcia do teste (variando a)

7.0

10.0

10.0

10.5

10.5

11.0

11.0

11.5

11.5

12.0

12.0

12.5

12.5

13.0

13.0



Calculo do valor-p

Definicao
O valor-p ¢ a probabilidade sob H; de a estatistica de teste tomar valores mais des-

favoraveis a Hy do que o seu proéprio valor observado.

Calculado o valor-p:
1. rejeita-se H para niveis de significAncia superiores ao valor-p;
2. ndo se rejeita no caso contrario.

Para a amostra observada tem-se

11 -10
zp = —— = 1.826

V30
Valor-p =2(1 — $(1.826)) = 0.068

Apenas se deve rejeitar Hy para um nivel de significincia superior a 0.068.

Considere-se agora a hipétese de interesse
Hy:p<10
contra a alternativa
Hy:p>10

Sob Hj a estatistica de teste é a mesma:

X 10 4
Zy=2_—"2"N(0,1)

V30

Para um nivel de significancia o = 0.05 obtem-se a regido de rejeicdo de Hy ou regido
critica:

RCy.05 =]1.645, +-00],
ou, equivalentemente, a regra de decisdo:

1. Rejeitar Hy para a = 0.05 se Zp > 1.645;

2. Nao rejeitar Hj para o = 0.05 no caso contrario.
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Para a amostra observada tem-se

11 —-10
3

V30

20 = = 1.826 € RC) 5,

e, portanto, rejeita-se H ao nivel de significincia de 0.05.
0 valor-p é, neste caso, dado por 1 — ®(1.826) = 0.034.
Apenas se deve rejeitar H, para um nivel de significAncia superior a 0.034.

Quando o valor de o é também desconhecido passamos a usar a variavel fulcral

L
~ t(n—l)

(N

A construcdo dos testes de hipéteses € inteiramente analoga aos casos anteriores.

Testes de hipoteses para a variancia

Neste caso recorre-se i varidvel fulcral usada atras para o

(n—1)82 )

Q= 2 X(n-1)

No entanto, pode-se pensar que a assimetria da distribuicdo da estatistica de teste intro-
duz novas dificuldades.

Consideremos a construgdo de um teste para as hipéteses
Hy: 0% = 9contra Hy : o2 #9
A estatistica de teste é

2952 2y 9
Qo = 9 ~ X(29)

Qual devera ser a forma da regido critica?

Sob Hj é de esperar que a estatistica tome valores em torno de E[Qo] = 29. Logo, valores

que se afastem dessa medida de localizagdo da distribuicdo X?zg)’ quer para valores eleva-

dos quer para valores préximos de 0, fornecem evidéncia contra a hipétese nula, ou seja,

RC, = lo, FX§1 (a/2) l U ] Fxgl (1—a/2),+oo

(29) (29)
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Para a = 0.01 tem-se
RCy1 = [0,13.121[ U ]52.336, 400 ,
qo = 35.444 ¢ RC) .01 e, portanto, ndo se rejeita Hy ao nivel de significincia de 0.01.
0 valor-p é dado por
2 x min{P(Qo < 35.444), P(Qo > 35.444)} = 0.381
Testes de hipoteses em populac¢oes nao normais uniparametricas

Tal como na construgdo de intervalos de confianca, também aqui sé iremos considerar
testes de hipdteses aproximados baseados em estatisticas de teste obtidas pela aplicagdo
do Teorema do Limite Central, ou seja,

para n suficientemente grande.

Um fabricante de ldmpadas afirma que o tempo médio de vida das suas ldmpadas é de
1000 (= 10°) horas, no minimo. Numa amostra de 120 ldmpadas retiradas ao acaso da

producio desse fabricante observou-se um tempo total de vida de 112 x 10% horas.

Admitindo que o tempo de vida de uma lampada, em milhares de horas, segue uma distri-

buicdo exponencial, pretende-se avaliar a afirmacio do fabricante.

Seja X = (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de uma populagdo com distribui¢do
Ezp(A), A > 0.

Hipoteses
Hy:1/A>1contraH;:1/A <1
Estatistica de teste
Como a dimensdo da amostra é suficientemente grande podemos utilizar
= a
To = v/n (X —1) ~ N(0,1),

Regido critica
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Tendo em conta as hipéteses e a estatistica de teste, a regido critica devera ter a forma
RC, =]—o0, ot (o)
Assim o valor-p é dado por P(T) < ty).

Concretizagdo do teste de hipéteses

Como Zzli(i z; = 112 tem-se tyg = v120 <1—;(2) — 1) ~ —0.73.

O valor-p é igual a P(Tp < —0.73) ~ 1 — &(0.73) =1 — 0.7673 = 0.2327.
Conclusdes

1. deve-se rejeitar Hy para niveis de significancia superiores a 0.2327 e ndo rejeitar no

caso contrario;

2. ndo hé evidéncia suficiente para rejeitar a afirmagio do fabricante de lampadas aos
niveis de significincia mais usuais (a € [0.01,0.1]}).

8.2 Teste de ajustamento do qui-quadrado

Nos procedimentos estatisticos que vimos até aqui admitiu-se que a distribuigdo da varia-
vel aleatdria de interesse era conhecida a menos do valor de um ou mais pardmetros. Ire-
mos agora encarar esse pressuposto como uma hipétese estatistica cuja plausibilidade se

pretende avaliar.
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e/
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A\ RGEM UTANTNIMIA

URTLES

Serdo as 4 tartarugas ninjas igualmente populares?

i TN; 0;
1 Raphael 30
2 Donatello 15
3  Leonardo 20
4 35
n = 100
Defina-se p; ="“proporc¢io de pessoas na populacdo que preferema TN;”,i =1,...,4.
H() P = 1/4, Vi
Hy:3i:pi#1/4
1 TN; 0; p? e; = npg
1  Raphael 30 1/4 25
2 Donatello 15 1/4 25
3  Leonardo 20 1/4 25
4 35 1/4 25

n = 100 1 n = 100
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Para se comparar as frequéncias observadas, o;, com as frequéncias esperadas sob Hy, e;,
iremos recorrer a estatistica do qui-quadrado de Pearson:

k 2
(Ol - El) a 9
Q" = Z E ~ X(k-1)
i=1 v

Efetuando os célculos, obtém-se o valor observado da estatistica de teste, qg = 10.

valor-p=P(Q? > 10) =1 — Fxé)(lo) =0.019
.. rejeita-se Hy para n. s. superiores a 0.019 e ndo se rejeita no caso contrario.

Nota
Definindo a v. a. X =“TN preferida por uma pessoa escolhida ao acaso” temos que
Hy <= Hj:X~U({1,2,3,4})

Consideremos uma amostra aleatdéria de dimensdo n extraida de uma populagdo X com
distribui¢do desconhecida. Pretende-se testar as hipdteses

Hr: X ~ f(z) contra Hf : X = f9(x)

Seja A1, ..., Ax uma particdo do suporte de f% na qual se agrupam os dados observados.
Desse agrupamento obtém-se um vetor de frequéncias observadas (O1,...,Oy), em que
O; representa o nimero de observagdes na classe 4;,i = 1,..., k.

sendo p! = P(X € A; | H}) temos que O; ~ Bi (n,p)), sob H.
As frequéncias esperadas sob H sdo entdo
E; = E[O; | H{] = np]
k k koo
Note-seque ) . 0, => . E;=n),_ p =n.
As hipéteses em confronto passam agora a ser:
e — 0\
Hy:pi=p,;, Vi
Hi:3i:p #p)

Nota
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Em geral, e ao contrario do exemplo inicial, tem-se apenas que H¥ = H,.

Uma forma de avaliar a plausibilidade de H, consiste em comparar as frequéncias obser-
vaveis, O;, com as frequéncias esperadas sob H,, E;. Para isso utiliza-se a estatistica do
qui-quadrado de Pearson

Para um nivel de significincia « a regido critica é, naturalmente,

RC, = ] F;' (1-a),+00

X(k-1)

Uma vez que se trata de um teste aproximado é necessario que se verifiquem as seguintes
condigdes:

1. todas as classes com E; > 1;
2. pelo menos 80% das classes com E; > 5.

Quando isto ndo acontece procede-se ao agrupamento de classes adjacentes.

Voltemos ao exemplo das lampadas. Para os 120 tempos de vida de lampadas observados
construiu-se o seguinte histograma de frequéncias absolutas:

71
60

40
27

20 1

Serd razoavel admitir que X tem uma distribui¢do Exp(1)?

Classes (0,1 (1,2] (2,3] (3,4] (4,5] (5,6]
0; 71 27 12 6 2 2 n =120

Hy: X ~ Ezp(1)
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Hy : X » Ezp(1)

As classes em que os dados estdo agrupados cobrem o suporte da distribui¢do sob Hy?

NZo, o suporte é R" e é preciso ampliar a tabela.

Classes (0,1 (1,2] (2,3] (3,4] (4,5] (5,6] (6,+00)
0; 71 27 12 6 % % 0 n =120
Seja
p)=P(Xe€(i—1,4|Hy),i=1,...,6e
6
p;=P(X>6|H)=1-,,p).
Sob Hy, Fx(z) =1—e %,z > 0.
Entado
p; = Fx(i) — Fx(i—1) =
=e e i=1,...,6
Classes o, P e; = 120p)
0,1 71 06321  75.854
(1,2 27 02325  27.905
(2,3] 12 0.0855  10.266
(3,4 6 0.0315
4,5] 2 0.0116
(5, 6] 2 0.0043
(6,+00) 0  0.0025
120 1 120
H4 classes com frequéncias demasiado pequenas!
E necessario agrupar essas classes.
Classes  o; Py e; = 120p)  (0i — €:)?/e;
(0,1] 71 0.6321 75.852 0.3104
(1,2 27 0.2325  27.900 0.0290
(2, 3] 12 0.0855 10.260 0.2951
(3,4+) 10  0.0499 5.988 2.6881
120 1 120 q% = 3.3226

Para um nivel de significincia o = 0.05, a regido critica é RCy .05 =]7.815, +00].
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Como g2 = 3.3226 ¢ Cj 5, ndo hé evidéncia para rejeitar a hipdtese nula para o < 0.05.
Alternativa
valor-p= P(Q? > 3.3226) = 0.3445

(0.30 <valor-p< 0.40, usando a tabela)

8.3 Testes de hipoteses no R

A maior parte dos testes de hipdteses que vimos sdo pouco mais do que simples exemplos

educativos e, por isso, no “R apenas podemos encontrar:
1. o teste para o valor esperado de uma populagdo normal
t.test(x, ...)
2. o teste de ajustamento do x?

chisqg.test(x, p = rep(1/length(x), length(x)), ...)

obs <- c(71, 27, 12, 10)
po <- c(0.6321, 0.2325, 0.0855, 0.0499)

chisq.test(obs, p = p0O)

Chi-squared test for given probabilities

data: obs
X-squared = 3.323, df = 3, p-value = 0.345

De notar que a func¢do chisq.test devolve um objeto com mais informagdo sobre o
teste de hipdteses.

89



