6 Amostragem e estimacao pontual

6.1 Amostragem aleatoria

Objectivo
Estudo de uma varidvel estatistica numa populagdo
{} Estatistica paramétrica {

Estudo de uma varidvel aleatéria X com distribuicdo conhecida, fx(z;0), mas em que
8 € © C R* tem um valor desconhecido.

Nota

6 é um vector de parametros e O é o espago paramétrico (conjunto de valores possiveis

para 6).

Definicao

Uma amostra aleatéria simples é uma sucessdo de varidveis aleatérias
X = (Xi,...,X,) independentes e identicamente distribuidas de acordo com a dis-

tribuicdo que se admite para a variavel estatistica na populagéo.

Cada amostra observada é uma concretizagdo particular da amostra aleatdrial!
x1i,..., T, — amostra observada de dimensdo n

T(1),- - -, T(n) — amostra observada ordenada por ordem crescente

A informagao amostral

1. os valores da amostra observada;

2. a distribuicdo da amostra aleatdria:

fx(@,. .,z | 0) =[] fx (i | 0) = [ fx(xi | 6)
i=1 =1
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6.2 Estimacao pontual

A informacgdo amostral é resumida através do uso de estatisticas.

Definicao

Uma estatistica é uma funcdo da amostra aleatéria

Se a distribui¢do de T'(X) depende de 6 entio os valores observados da estatistica devem

conter informacao sobre o valor de 6 na populagio.

5 Y X R
1. X = =5 — - média amostral;
E?: (XiX)2 <A .
2.87 = =————~ —variincia amostral;
Yo (Xi—X)? P -
3. 8% = =———— - variéncia amostral (corrigida);

4. X1y = min { X3, ..., X, } - minimo amostral;
5. X(n) = max {Xy,..., X, } - mdximo amostral.

Estimacdo pontual = célculo, a partir de uma amostra observada, de valores plausiveis
para os pardmetros da distribuicdo da varidvel estatistica de interesse numa populagio.
Definicao
Um estimador pontual de um pardmetro 6 é uma qualquer funcio da amostra alea-

téria que ndo dependa de pardmetros cujo valor seja desconhecido (estatistica).

Definicao
Uma estimativa pontual de um pardmetro 6 é um valor observado de um estimador

pontual desse pardmetro.
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Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populacio com distribuicio N(u, o2).
Alguns estimadores possiveis para p s3o:

1. X - média amostral

2. mediana amostral

3. moda amostral

Xy+Xpn

) : o~
4. —5— - centro do intervalo de variacdo amostral

Como avaliar estimadores?

Ha um grande nimero de critérios para avaliar e comparar estimadores de acordo com di-

ferentes propriedades desejaveis.

Podemos avaliar a exatiddao de um estimador recorrendo ao seu valor esperado.

Definicao
Um estimador pontual 7' de um parametro 6 diz-se centrado se e s6 se

Podemos avaliar a precisdo de um estimador recorrendo a sua variancia.

E podemos avaliar em conjunto as duas carateristicas usando o erro quadratico médio.

Definicao
0 erro quadratico médio de um estimador pontual 7' de um pardmetro 6 é definido

por
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Var|[T]—0
Precisao

E[T]-0
Exatidao ¥ Eficiéncia

Como obter estimadores ou estimativas?
Diversos métodos de estimac¢io estdo disponiveis:
e Método da méaxima verosimilhanca

Método da maxima verosimilhanca

Retomemos a distribui¢do amostral
fx(@y,.. oz | 0) =[] fx(zi | 6) = ][ #x (i | 0)

i=1 i=1

No caso discreto, esta fungdo da-nos a probabilidade de se observar qualquer ponto amos-

tral (zq,...,x,) dado um valor de 6.
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Numa amostra de dimensdo 10 de uma populagdo X ~ Ber(p) observou-se 31°, z; = 3.

Tendo em conta que p € {1/4,1/2,3/4}, como podemos estimar o valor desconhecido de

Definicao
A fungdo L(0 | x) = fx(x | 0) diz-se uma fungdo de verosimilhanga.

Definicao
O valor

1. O estimador associado, quando é determindvel analiticamente, diz-se o estimador

de maxima verosimilhanga;

2. Frequentemente é mais conveniente maximizar log £(6 | x).

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatdéria de uma populagdo com distribuicio Geo(p), com

O0<p<l

Invariancia dos estimadores de maxima verosimilhanca

Seja O o estimador de maxima verosimilhanca de um pardmetro 6 € © C R* e guma
funcdo de R* em R? com p < k. Entdo, o estimador de méxima verosimilhanca de

9(6) é g(0).
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Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de X com distribui¢io uniforme continua num in-

tervalo (0,60) em que § € R™.

Determine o estimador de mdxima verosimilhanca de 6.

6.3 Distribui¢oes amostrais de estimadores

Ja vimos que

E[X] = E[X]
e temos ainda que
_. Var[X]
Var(X] = -

Teorema (revisao)

Seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma populagio N(u, o). Entao

2 T
X~N<M,”—) — 2" U N(,1)
n

Para populagGes ndo normais, se a amostra for suficientemente grande, podemos aplicar o

Teorema do Limite Central, obtendo-se:

X BX] o N(©0,1) « X N (E[X], VarlX] ) .
Var[X]

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populagio com distribuicdo Ber(p). Para

n suficientemente grande tem-se
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Outros resultados para populagoes normais

Teorema

1.Se X ~ N(0,1) entio Y = X? ~ x?l).

2.Se Xi,...,X, sdo varidveis aleatdrias independentes com X; ~ X?l) entdo
n 2
Y = Zi:l Xi ~ X(n).

Definicao
Uma variavel aleatéria X com fun¢ido densidade de probabilidade dada por

(1/2)"?

n/2—1_-—y/2 >0
T (n/2) Y € Y )

fr(y) =

diz-se que tem uma distribuicdo do qui-quadrado com n graus de liberdade,
X ~ X%n)’ n €N,

e E[X]=neVarX]=2n
« T(z) = [, t* et dt,[(n) = (n — 1)}, Yn € N

0.5
—- n=1
1 - - n=3
0.4 | n<5
lI — n=10
!
0.3 L
\
/l"‘
(TR
]
0.2 L U
N ' \
I \ N
1 \ ~
0.1
0.0
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Sejam X7, ..., X, varidveis aleatdrias independentes com X; ~ N (u, ). Entdo:

ST K- p?
L ™ Xy’

Teorema
Se X~ N(0,1)eY ~ x%n) sdo variaveis aleatérias independentes entdo

X

Definicao
Uma variavel aleatéria com a fungido densidade de probabilidade
n+1 n+1
I <T) 2\ T
fX(:z:):—(1+—> ,z €R
vnaTl ( %) n

diz-se que tem uma distribuicao t-Student com n graus de liberdade, X ~ t(,),
n € N.
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Exemplo - Distribuicoes t-Student

0.4
— N(0,1)
0.3

0.2

0.1

- -

0.0

Exemplo - Aplicacao
Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populagdo com distribuicdo N (u, o?).

Entao,

~ t(n—l)-

Sl
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