5 Vetores aleatorios

51 Distribuicao conjunta

O que vimos atras sobre a fungdo de distribuicdo generaliza-se facilmente para o estudo

simultaneo de duas variéveis aleatdrias.

Definicao
Seja (X1, X2) uma variavel aleatéria bidimensional. Entdo
Fx, x5 (71, @5) = P(X1 < 21, Xy < 1), V(x1,75) € R

diz-se a funcdo de distribuicio conjunta de (X1, X>).

Algumas propriedades
1.0 < Fx, x,(z1,22) < 1, ¥(z1,75) € R?
2. FX1,X2(£C1 + Awn ) + sz) Z FX1,X2(:B17 $2), VA:UU A.’Ez Z 0

3. lim FX1,X2(:E17$2) =1
T1,x2—>+00

4, lim FX17X2(.’I}1,QT2) =0

T;——00

5. lim F¥, x, (.’131, :1;2) = FX].(a;j), comi # j
T;—+00

Definicao
Seja (X1, X2) uma varidvel aleatéria bidimensional discreta. Entdo
fxix (21, 22) = P(Xy = 21, Xy = 25), V(21,22) € R?

diz-se a fungdo de probabilidade conjunta de (X, X>).

1. fx,,x,(%1,22) > 0,V(z1,22) € R?
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2. Z Z le,Xz(ml’ $2) =1

Ty T

Tiram-se duas cartas ao acaso de um baralho de 52 cartas. Sejam X o niimero de figuras

(reis, damas ou valetes) e Y o ntimero de ases obtidos.
a. Determine a fungdo de probabilidade conjunta do par aleatério (X,Y).

b. Calcule os valores da fungio de distribuigdo conjunta nos pontos (0,1.5) e (3,1).

\X 0 1 2
0 105 72 a1
221 221 221
24 8
1 21 %1 0
1
2 5T 0 0

Nota

NZo confundir a fungio de probabilidade conjunta (definida em R?) com a sua representa-

¢do abreviada na tabela acimal!

Definicao
Seja (X1, X5) uma variavel aleatdria bidimensional continua. A fungio

X1,Xo\#F1y42) — 8.’1316562

¥(z1,29) € R? onde F, x, é diferenciavel, diz-se a fungdo densidade de probabi-
lidade conjunta de (X7, X5).

1. le,Xz(m17m2) >0, v(:L'l’x2) S R2

2. ffle,Xz(mlaw2) dzydzy =1
RR
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5.2 Distribuicoes marginais e condicionais

Definicao

Seja (X1, X,) uma variavel aleatdria bidimensional. Entdo
fx.(z;) = Zle,Xz(wlamQ) (: / le,X2($1>$2)d$j> ,
z; R
com i # j e Vx; € R, diz-se a fungdo (densidade) de probabilidade marginal de

Definicao
Seja (X1, X,) uma variavel aleatdria bidimensional. Entdo

fX1,Xz (3’51, .132)

fX]-(-’Bj) ’

in|Xj=xj(93i) =

Vz; € ReVz; € R: fx (zj) > 0, diz-se a fungdo (densidade) de probabilidade
condicional de X; dado X; = z; para i # j.

Definicao

Duas variaveis aleatdrias, X e Y, dizem-se independentes se para todo A, B C R os

acontecimentos X € AeY € B sio independentes, isto é, se

P(X €AY e B)=P(X € A)P(Y € B).

Teorema

As variaveis aleatdrias X e Y sdo independentes se e s6 se
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Teorema

As variaveis aleatdrias X e Y sdo independentes se e sé se

fxy(z,y) = fx(z) fr(v), V(z,y) € R

Qual o efeito da independéncia sobre as distribuicdes condicionais das varidveis
aleatérias?

Valor esperado de uma funcao de um par aleatorio

Teorema

Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias. O valor esperado de uma fungio g(X,Y),

caso exista, é dado por
2.2 9(x,y) fxy(z,y), (discreto)
z 'y

[ [9(z,y) fxy(z,y)dydz, (continuo)
R R

Teorema
Sendo X e Y duas varidveis aleatérias entao
ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y], ¥(a,b) € R?,

ou seja, o valor esperado é um operador linear.

Teorema
Se X e Y sdo variaveis aleatdrias independentes entdo
Elg(X) h(Y)] = E[g(X)] E[R(Y)],

para quaisquer fungdes g e h.
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Covariancia e coeficiente de correlacao linear

Definicao
A covariancia de X e Y, caso exista, é definida por

CovX,Y] = E[(X - E[X])(Y - E[Y])]

ENX] E[X]

Algumas propriedades da covariancia
1. Cov[X,Y] = Cov[Y, X]
2.Cov[X, X] = Var[X]

3. Cou[X,Y] = E[XY] — E[X] E[Y]
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Teorema

Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes entdo
Coulg(X), h(¥)] = 0,

para quaisquer fungdes g e h.

Definicao
O coeficiente de correlacgdo linear de Pearson entre X e Y é definido por

Cov[X,Y]

GorrlX, ¥] = v/ Var[X|Var[Y]

Algumas propriedades do coeficiente de correlacao linear

1.—-1 < Corr[X,Y] <1
2.Corr[X, Y| =41 <= Y =aX+b,coma#0ebeR

3.Corr[aX,Y +b] = ﬁ Corr[X,Y],a #0ebeR

5.4 Combinacoes lineares de variaveis aleatorias

Definicao

Seja X1, ..., X, uma sucessdo de varidveis aleatdrias. Uma combinagao linear des-

sas varidveis é uma variavel aleatéria Y definida por

n

Y = ZCin‘, com (c1,...,cn) € R".
i=1

Algumas propriedades
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1. E[Y] = i ¢; B[ X;]

2. Cov = > > ¢ d;Cov[X;,Y]]

i=1j=1

> ciXi, ) d;Yj
=1 j=1

3.Var[Y] =Y EVar[Xi] + 23 Y cicj Cov[X;, X]
i=1

i=17>1

Teorema

Sejam X; ~ Bi(ni,p),i = 1,...,n, varidveis aleatdrias independentes. Entdo

Teorema

Sejam X; ~ Poi(\;),i = 1,...,n, varidveis aleatdrias independentes. Entdo

Teorema

Sejam X; ~ N (p;,07),i =1,...,n, variéveis aleatérias independentes. Entdo

Em geral, ndo é ficil determinar a distribui¢do da soma de uma sucessdo de variaveis alea-
térias independentes!
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Definicao

Uma sucessdo de varidveis aleatérias Xi,..., X, com func¢des de distribuicdo
D

Fy,...,F,, converge em distribuicdo para uma variavel aleatéria X (Xn — X ) ,

quando n — +o0, se F,, — Fx em todo o ponto de continuidade de Fx.

Teorema do limite central

Seja Xi,...,X,,... uma sucessdo de varidveis aleatérias ndo correlacionadas e
identicamente distribuidas com valor esperado e varidncia finitos. Sendo
S, =Y., X;, entdo, quando n — +oo0,

S, —E[S,] D

2. Var[S,] = Zn: Var[X;] = nVar|X];

3. Para n suficientemente grande,

P (Sn_—E[S"] < x) ~ &(z)
Var[Sy]
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n=1 h=3 n=3%

« 1.00 e > 0.20
0.75 02 0.15
0.50 0.10
0.1
0.25 0.05
0.00 0.0 0.00
-2 0 2 4 -5 0 5 10 -10 0 10
X X
n=10 n=30 n=100
o X = 0.04
0.10 0.06 0.03
0.04 0.02
0.05
0.02 0.01
0.00 0.00 0.00
-20 0 20 40 -50 0 50 100 -200 0 200
X X
Sejam X; ~ Ber(p),i = 1,...,n, varidveis aleatérias independentes e S, = > "  X;.

Tem-se que E|[S,| = np, Var[S,] = np(1 — p) e, pelo TLC,

Sn —np
V(1 —p)

Note-se que S, ~ Bi(n, p). Entdo, para n suficientemente grande

D
— N(0,1).

S, ~ N(np,np(1 — p)).
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