4 Familias de distribuicoes

41 Distribuicao uniforme discreta

Definicao

Seja X uma varidvel aleatdria que toma valores em D = {x1,...,z,}. Se esses valo-
res forem equiprovaveis entdo diz-se que a varidvel tem uma distribui¢do uniforme

discreta no conjunto D.

1/n, z€D
0, x & D

Definicao

Uma experiéncia aleatdria com apenas dois resultados diz-se um ensaio ou prova de

Bernoulli.

]., S€ OCOITEU uIm Sucesso
X =

0, se ndo ocorreu um sucesso

A distribui¢do de X fica definida se conhecermos a probabilidade de “sucesso”, 0 < p < 1

. Entao,
R 0,1}
px — P —:c’ S )
fx(z)=<1-—p, z=0 =
0, c. C.
0, c.C
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Definicao

Nas condig¢des anteriores diz-se que a variavel aleatéria X tem uma distribuicdo de

Bernoulli ou X ~ Ber(p),com0 < p < 1.

Uma prova de Bernoulli isolada é um caso pouco interessante. No entanto, muitas situa-

¢Oes de interesse pratico podem ser descritas como sequéncias de provas desse tipo.

Consideremos uma experiéncia aleatéria que consiste numa sequéncia de realizagdes in-

dependentes de uma prova de Bernoulli com probabilidade de sucesso p.
Seja X = “nimero de sucessos em n realiza¢des independentes da prova”.
Qual a distribui¢do de X?

Temos entdo que

Definicao

Nas condig¢Ges anteriores diz-se que a variavel aleatéria X tem uma distribuigado bi-

nomial ou X ~ Bi(n,p),comn € Ne0 < p < 1.
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Funcoes de probabilidade binomiais - Bi(20,p)

p=0.1 p=0.3 p=0.5

0.2 - IS

01 . * 1 °

(.0 ccocoolesssssssssssss —8-800-00-000000-8-0-0-0-0-0-0-0-0— —0-8-0-08.3.0-00000-0-000 88880

p=0.7 p=0.9
0.2 .. :
0.1 . 1
. [ ]
0.0—0-0-0-0-0-0-0-0-6-8-0-0-0-0-0-0-0-0-0-5-.— W”.'&O'O'O'O'O'O—
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Notas

1. Bi(1,p) = Ber(p)
2.X =" | X; onde X; ~ Ber(p) indica o resultado da i-ésima realizagdo
3. E[X] =npe Var[X] =np(1 —p)

4.Se X ~ Bi(n,p) representar o nimero de sucessos numa experiéncia aleatdria do
tipo referido, qual a distribui¢do do niimero de insucessos na mesma experiéncia, Y’

? E qual a relagdo entre as varidveis aleatérias X e Y?

Um teste de escolha multipla é formado por 10 questdes com 4 alineas das quais apenas

uma estda certa. Considere que alguém responde a todas as questdes ao acaso:

1.Qual a probabilidade de responder acertadamente a pelo menos metade das

questdes?

2. Qual é o nimero mais provavel de respostas certas?
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4.3 Distribuicao geometrica

Consideremos de novo a tltima experiéncia aleatdria considerada: uma sequéncia de rea-

lizagdes independentes de uma prova de Bernoulli com probabilidade de sucesso p.
Seja X = “nimero de realizag¢des da prova até ao primeiro sucesso”.
Qual a distribui¢do de X?

Temos entdo que

Definicao

Nas condig¢des anteriores diz-se que a variavel aleatéria X tem uma distribuigao ge-
ométrica ou X ~ Geo(p),com0 < p < 1.

Funcoes de probabilidade geometricas

p=0.1 p=0.2 p=0.4
0.75
0.50
0.25 i .
0.00 ooosss388s8ssnsnssns ot iassasseesene  coosiisssesssesseese
p=0.6 p=0.8 p=0.9
.
0.75 I
050 |
025 o .

O.OOW 0 E0-0-0-0m0-0-0-0-0m0-0-0-0-0m0-0m0m W
T 5 9 13 17 T 5 9 13 17 1T 5 9 13 17
fx(z) =01 -p)* 'p,z=1,2,...

Notas
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1. fx(z) é sempre decrescente

2. B[X] = e Var[X] = =2

0, z<l1
1-(1-p)f, k<z<k+1,keN

Amnesia da distribuicao geometrica

X ~ Geo(p) = P(X >i+j| X >i) = P(X > j),

4.4 Distribuicao de Poisson

Suponhamos que se estd interessado em contar as ocorréncias de um dado fenémeno ao

longo do tempo.

Seja N(t) =“ntmero de ocorréncias em [0, t|”, parat > 0, e admitamos que:
1. N(0) =0,
2. E[N(t)] = Mt, paraalgum A € R,

Admitamos também que dn € N tal que, sendo

, N (i-1), .
X;="ntmero de ocorréncias em] —t, =t|"i=1,...,n,

se tem:
1. X; ~ Ber (p);
2. X; independente de X, Vi # j.
Note-se que N (¢) = > | X; e, consequentemente.
N(t) ~ Bi(n,p)

Entdo, para que E[N(t)] = At deve-se ter:
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e n >\t

Esta versdo com n finito ndo acrescentaria nada, mas

At)?
lim fye (z )—6‘”%, z € Np.

n——+oo

Notas

At ()\t)

l.e >0, Vz € Np, V) € RY,Vt ¢ RT;

At)

ZZ*M =1,VX € R",vt € RY;

3. 0 processo de contagem atrds esbogado chama-se um processo de Poisson.

Definicao

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de ocorréncias de um fené-
meno por unidade de tempo (comprimento, 4rea, . . .). Diz-se que X tem uma distri-
buicdo de Poisson ou X ~ Poi(\), com A € R™ quando
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Funcoes de probabilidade de Poisson

A=0.1 A=0.5 A=1

L] 06 L ] L]
0.75 0.3

0.4

0.50 . 02
0.25 02 0.1

L ] L4 *
0.00 = 0.0 =ooo® 0.0 o000

A=5 A=10 A=15

- 0.12 -"‘ 0.100 -
015, o e
. ° 0.075 S
L]
0.10 . 0.08 o .
. * 0.050 .
* 0.04 ’ i

0.05 : b hd

T | . 1 0.025 . .

' o. % o ..o

0.00 ~&oooooooc000s 0.00 -ee®oooocoococoococclisesssssesss— 0.000 —eeese8co0000000000000000008800e—

0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30

Definicao

Se

fX(x){bla’ Pt

0, caso contrario

entdo diz-se que X tem uma distribui¢do uniforme continua no intervalo [a, b] ou
X ~U(a,b),coma < beR.

2. Var[X] = %
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4.6 Distribuicao exponencial

Definicao
Se
)\e’A“’, z>0
fx(z) =
0, xz<0

entdo diz-se que X tem uma distribui¢do exponencial ou X ~ Ezp(A), com A > 0.

Amneésia da distribuicao exponencial
X ~ Ezp(A) =

=PX>s+t|X>t)=P(X >s),Vs,t >0

Teorema

Seja X uma varidvel aleatdria que representa o niimero de ocorréncias por unidade
de tempo (comprimento, drea, etc.) de um qualquer fenémeno e Y uma outra varia-

vel aleatdria que representa o tempo entre ocorréncias sucessivas.

Se X ~ Poi()) entdo Y ~ Exp()).

O teorema anterior também se aplica se a variavel aleatdria Y representar o tempo até a
primeira ocorréncia do fenémeno.
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O tempo em horas entre chegadas sucessivas de veleiros a uma marina é uma variavel ale-

atdria com distribuigdo exponencial de valor esperado 6.

a. Sabendo que o dltimo veleiro chegou ha mais de 2 horas, calcule a probabilidade de
se passar um periodo de mais de 8 horas sem qualquer nova chegada.

b. Calcule a probabilidade de chegarem 2 ou mais veleiros num periodo de 8 horas.

4.7 Distribuicao normal

Definicao

Se
fxle) = — exp{—i(w—w}xeﬂa
. VvV 2mo? 20 ’

entdo diz-se que X tem uma distribui¢do normal ou gaussiana ou X ~ N(u,o?),
compy € Reo? > 0.

L fx(p— =) = fx(p+z),vz >0
2. E[X] = peVar[X] = o2

3. Moda = Mediana = u
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Funcoes densidade de probabilidade gaussianas

0.75 - == = N(-1,0.2)
—_— N0, T)
----- = N(1,2)
0.50
0.25
4
~ -
0.00 —
4 3 2 1 0 1 2 3 5 )
Teorema

Se X ~ N(u,0%)eY = aX + b, coma # 0, entdo

Aplicacao

X —p

. 1 Lo,
Sejama = —eb=——,istoé,Y =
o o o

Entdo Y ~ N(0,1) = distribui¢do normal reduzida ou standard.

As fungdes ®(y) = Fy(y) e 2~!(y) encontram-se tabeladas.

4.8 Distribuicoes no R

No R basico temos acesso a 17 das mais comuns distribui¢des univariadas e a mais outras

duas menos comuns. Todas as fun¢des tem as seguintes formas:
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Funcao Descrigao

pnome(. . .) funcio de distribuicdo

funcio de probabilidade ou densidade de
dnome(. ..) .

probabilidade
qnome(. . .) inversa da funcio de distribuicdo
rnome(. . .) geracdo de numeros aleatérios

em que nome é uma abreviatura do nome usual da distribuicdo (binom, geom, pois, unif,

exp, norm, . . .).

Muitas outras distribuicdes sdo disponibilizadas por diversos pacotes (extraDistr, .. .).

Ver https://cran.r-project.org/web/views/Distributions.html

Atencao!

Verificar sempre a definigdo e a parametrizagdo de qualquer distribui¢do disponivel no R.
Simulacao

A simulagdo de sistemas sujeitos a varia¢des aleatdrias é fundamental em muitas dreas

cientificas.
Em qualquer simulagdo é central a geracdo de nimeros pseudo-aleatérios:
1. numeros gerados por algum algoritmo determinista, e que,
2. uma vez gerados, escapam aos melhores esforgos para se detetarem padrdes.

Cada réplica de uma experiéncia de simula¢do nas mesmas condigGes iniciais produz re-

sultados diferentes.

Para controlar uma simulagdo e torna-la repetivel é necessdrio fixar a semente do

gerador:

set.seed(integer)

Tiragens

O comando sample permite simular tiragens de um qualquer conjunto, com ou sem

reposicao.
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Exemplo - 1lancamento de um dado ciibico equilibrado

# sample(c(1, 2, 3, 4, 5, 6), size = 1)
# sample(1:6, 1)
sample(6, 1)

[1] 3

Exemplo - 10000 lancamentos de um dado citbico equilibrado

res <- sample(6, 10000, replace = TRUE)
barplot(table(res))

o - IIIIII
1 2 3 4 5 6

Exemplo - 10000 lancamentos de um dado ciibico viciado

1000 1500
J

500
|

res <- sample(6, 10000, replace = TRUE, prob = c(1, 1, 1, 1, 1, 1.25))
barplot(table(res))
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1000 1500
| |

500
|

4 5 6

Gerar conjuntos de valores de dimensdo 1000 de

Exemplo - Geracao de numeros aleatorios

1. X ~ Bi(10,3/4) e
2. X ~ Ezp(0.5),

e comparar a distribuicdo empirica dos valores gerados com as respetivas distribui¢des

tedricas.

n <- 1000
dados <- data.frame(X = rbinom(n, size = 10, prob = 3/4))

teorico <- data.frame(x = 0:10, y = dbinom(0:10, 10, 3/4))

ggplot(dados) +
geom_bar(aes(x = X, y = after_stat(prop)), fill = "lightblue") +

geom_point(data = teorico, aes(x, y), color = "magenta") +
scale_x_continuous(breaks = 0:10) +
labs(title = "Gerac&do de numeros aleatérios de Bi(10,3/4)") +

theme_light()
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Geracéao de nimeros aleatérios de Bi(10,3/4)

prop

0.0 L °

.
0.2
L]
0.1_ I
2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1
X

n <- 1000
dados <- data.frame(X = rexp(n, 0.5))

func <- function(x) dexp(x, 0.5)

ggplot(dados) +
geom_histogram(aes(x = X, y = after_stat(density)), binwidth = 0.5,

fill = "lightblue", boundary = 0) +
geom_function(fun = func, color = "magenta") +
labs(title = "Geracdo de numeros aleatdrios de Exp(0.5)") +

theme_light()
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Geracéao de nimeros aleatérios de Exp(0.5)

0.5+

0.4+

0.3

density

0.2

0.1

0.0

0.0 25 5.0 75
X

Exemplo - Funcao de distribuicao empirica

#{z;:z; <z}

n

F.(z) =

ggplot(dados) +
geom_function(fun = pexp, args = list(rate = 0.5),

color = "magenta") +
stat_ecdf(aes(X), color = "cornflowerblue") +
labs(title = "Geracdo de numeros aleatdérios de Exp(0.5)") +

theme_light()
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Geracdo de numeros aleatorios de Exp(0.5)

1.00
0.75
> 0.50
0.25

0.00

Seja X ~ N(0,4). Calcular um valor aproximado de E [cos® X].

n <- 50000

X <- rnorm(n, 0, 2)
y <- cos(x)/2
mean(y)

[1] 0.503

Valor exato: 1/2 (14 e®) ~ 0.500168
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