3 Variaveis aleatorias

As regras fundamentais do calculo de probabilidades do capitulo anterior sdo a base de
toda a Teoria da Probabilidade. No entanto, ainda ndo temos os meios para lidar com ex-

periéncias aleatdrias para além das mais simples.

Temos, por isso, interesse em abandonar a formalizagdo particular de cada experiéncia

aleatdria e levar o célculo de probabilidades para um campo comum e mais familiar - R.

—= Variaveis aleatdrias

Considere uma caixa com 4 pegas boas (B) e 5 pecas defeituosas (D) da qual sdo retiradas
2 pecas ao acaso.

Espaco de resultados: Q = {BB, BD, DB, DD}

4 3 1
4 5 5 5 4
5 4 5

Seja X=“numero de pecas defeituosas nas 2 extracgdes”.
1

P(X =0)=P({BB}) = ¢

P(X=1)=P({BD,DB}) =2

P(X =2)=P({DD}) = &
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Definicao
Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Uma fungio X : 2 — R em que
{weN: X(w) <z} e A VeeR,

diz-se uma variavel aleatdria.

Com a introducio de varidveis aleatdrias o calculo de probabilidades passa de
P(A), ACQ
para

P(X€R), RCR.

31 Funcao de distribuicao

Definicao

Seja X uma variavel aleatéria. A fungédo de distribuicido de X é definida por

Propriedades da funcao de distribuicao
1.0< Fy(z) <1,Vz €R
2.¥(z,y) € R*: 2z <y — Fx(z) < Fx(y) (funcio nio decrescente)

3. lim Fx(z) =0e lim Fx(z)=1

T——00 T——+00

4. lim Fx(xz) = Fx (z0), Vzo € R (fungdo continua a direita nos pontos de
.’L'—>$L'O

descontinuidade)

0 que acontece em cada ponto?

PX<z)=PX<z)+PX=n2)

—
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Fx(z) = Fx(z" )+ P(X = x)
Temos entao
P(X =z) = Fx(z) — Fx(z™), Vx € R.
Tipos de variaveis aleatorias
Seja D o conjunto (numerdavel) dos pontos de descontinuidade de F'x.
1.D = () = varidvel aleatéria continua
2.D #0eP(X € D) =1 — variavel aleatéria discreta

3.D#0eP(X € D) <1 = variével aleatéria mista

1.00 1.00 *r—— 1.00
0.75 0.75 0.75
0.50 0.50 *—oO 0.50
0.25 0.25 0.25
0.00 000 —0 000 —0
-1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2

3.2 Variaveis aleatorias discretas

Definicao

A fungdo (massa) de probabilidade de X é definida por

15



Fx
fx

13/18 ———o
5/9 .
5/18 .
3/18 ————o0 3/18 ]
0 —o 0
0 1 2 0 1 2
X X
Nota

A fungio de probabilidade descreve a variagdo da fungido de distribuiczo.

Caracterizacao de uma funcao de probabilidade

Uma funcio f definida em R, positiva apenas num conjunto D, finito ou infinito numera-

vel, tal que

1. f(z) > 0,Vz € R

2.3 f(z) =1

xeD
é uma funcio de probabilidade.
Notas

1. P(X € A) = Z _fX(a:i),\V/A CcR

ZEiEA

2.Fx(z) =P(X <z)= > fx(z;),Vr € R

z; <x

3.3 Variaveis aleatorias continuas

Ja vimos que, quando uma fungdo de distribuicdo ndo tem pontos de descontinuidade, a

variavel aleatdria se diz continua.
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Definicao
A funcio definida por

_ dFx(z)
o dz

fx(x)

nos pontos onde Fx é diferencidvel, diz-se a fungdo densidade de probabilidade

da varidvel aleatdria X.

100 = 1.00

0.75 0.75

0.50 0.50

0.25 0.25

0.00 0.00
0.5 0.0 0.5 1.0 1.5X 0.5 0.0 0.5 10 1.5X

Calculo de probabilidades

1.P(X € A) = [ fx(z)dz, VACR
A

2. Fx(s) = P(X <o) = [ fx(t)dt, ¥z € R

—00

3.P(X =2)=Fx(z) — Fx(z7)=0,Vz € R
Caracterizacao de uma funcao densidade de probabilidade

Uma fungdo f definida em R tal que

1. f(z) >0,V eR

+o00
2. _f flx)dz =1
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é uma fungio densidade de probabilidade.

3.4 Medidas sumarias de uma variavel aleatoria

e A funcdo de distribui¢do ou a fungdo (densidade) de probabilidade sdo descri¢des

probabilisticas completas de uma variavel aleatéria.

e Frequentemente ha interesse em caracterizar aspetos particulares de uma variavel

aleatéria através do calculo de medidas numéricas que os quantifiquem.
Varios aspetos de uma variavel aleatéria podem ser caracterizados:
e Localizagdo
e Dispersao

e Assimetria, achatamento, etc.

Valor esperado
Definicao
O valor esperado ou esperanca matemadtica da variavel aleatéria X, caso exista, é
dado por
ElX] = Zwifx(wi) (= / zfx(x) dz) :
i R
Nota

0O valor esperado pode nio existir!

. 1
Se_]a fX(.’L‘) = m, comz € R.

Pode mostrar-se que:

L [ fx(z)dz =1

2. [ xfx(x) dz ndo existe

Nota
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O valor esperado de uma varidvel aleatéria ndo pertence necessariamente ao contradomi-

nio da variavel!

1 z=0ouz=1
Seja fx(z) =< 2’
fx() {0, caso contririo

Definicao
A variancia da varidvel aleatdria X, caso exista, é definida por

Var(X] = E[(X — E[X])?].

O desvio padrao de X é igual a ++/Var[X].

Algumas propriedades da variancia

1. Var[X] >0
2.Var[X] =0 < P(X=c¢)=1
3. Var[X] = E[X?] — (E[X])*

4. Var[aX + b] = a*Var[X],V¥(a,b) € R?
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Definicao

O coeficiente de variagdo da variavel aleatéria X é definido por

++/Var[X]
Cy = ———,
|EX]]

desde que E[X] # 0.

Para além das medidas anteriores ha outras que ndo se baseiam em valores esperados.

Moda(s) de X = arg max fx(z)
TE

A moda pode...

1. nao existir

—log(x), O0<z<1
. caso contrario

2. ser Unica (distribui¢do unimodal)
3. ser multipla (distribui¢do multimodal)

4, ser . ..inutil

Quantis

Definicao
Para 0 < p < 1, o valor g, diz-se o quantil de ordem p se

P(XSQp)zp
P(X>gq)>1-p

ou, equivalentemente, se
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No caso discreto, as expressdes anteriores sdo necessarias para calcular quantis.
No caso continuo o célculo simplifica-se pois Fx(z~) = Fx(z).
0 quantil g, é assim qualquer solugdo da equagdo:
Fx(gp) = p

Alguns quantis notaveis:

* qo.25 - primeiro quartil

* qo.50 - segundo quartil

e qo.75 - terceiro quartil

O segundo quartil é mais conhecido como Mediana e é uma importante medida de

localizacio.

A diferenca qo.75 — qo.25 € chamada a Amplitude Interquartis que é usada como uma me-

dida de dispers3o.
Nenhum quantil é necessariamente tnico. Na pratica usa-se com frequéncia:

ap = 1;161]11{} {Fx(.’lfi) <p< FX(*’B)}

0 jogador A propde um jogo de dados ao jogador B com as seguintes regras:
O jogador B paga €5 de aposta e langa um dado:

e sesair 4 ou 5 o jogador B recebe o valor da aposta;

e se sair 6 o jogador B recebe €20.
Qual o lucro mais provavel do jogador B numa jogada?

Sera este um jogo justo?

1/2, 0<z<1
fx(z)=<1/4, 1<z<3
0, caso contrario
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fx

0.5
0.4
0.3

0.2
0.1
0.0

Qual é o valor da mediana? O valor esperado é igual, menor ou maior do que a mediana?

Vale a pena falar da moda?
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