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9 a) d
dt

∂L
∂vi − ∂L

∂xi = 0 =⇒ d
dt (mvi + eAi)− e∂iAjv

j + e∂iΦ = 0 =⇒ mv̇i + e∂jA
iẋj − e∂iAjv

j + e∂iΦ = 0
=⇒ mẍ = −e(ẋ · ∇)A+ e∇(ẋ ·A)− e∇Φ = eẋ× (∇×A)− e∇Φ = eẋ×B+ eE

b) pi := ∂viL = mvi + eAi

H = piv
i−L = pi

1
m (pi−eAi)− m

2
1

m2 (pi−eAi)(p
i−eAi)− e

mAi(p
i−eAi)+eΦ = pip

i+e2AiA
i

2m − epiA
i

m +eΦ = (p−eA)2

2m +eΦ

d
dt

[
(p−eA)2

2m + eΦ
]
= m(ẋ · ẍ) + e(ẋ · ∇)Φ

Segundo as eqs. de movimento, m(ẋ · ẍ) = ẋ · eẋ×B+ ẋ · eE = 0− e(ẋ · ∇)Φ
Logo, Ḣ = 0

c) L é G-invariante, sendo G a reta gerada por u; Xu = u.
Portanto, pelo teorema de Noether, J = (p, u) = (mẋ+ eA, u) é conservado ao longo do movimento.

10 a) L = K − U = 1
2g(v, v)− gz = ρ̇2

2s2α
+ 1

2ρ
2φ̇2 − gρctα

d

dt

∂L

∂ẋi
=

∂L

∂xi
=⇒

{
ρ̈
s2α

= ρφ̇2 − gctα

2ρρ̇φ̇+ ρ2φ̈ = 0

Para ρ = r:

{
rφ̇2 = gctα

φ̈ = 0
Ou seja, obtêm-se as seguintes trajetórias: (r,

√
gctα
r t+ φ0)

b) pρ = ∂ρ̇L = ρ̇
s2α

, pφ = ∂φ̇L = ρ2φ̇ Estas transformações são invert́ıveis, logo L é hiper-regular.

H = piv
i − L = p2ρs

2
α +

p2
φ

ρ2 − 1
2p

2
ρs

2
α − p2

φ

2ρ2 + gρctα =
p2
ρs

2
α

2 +
p2
φ

2ρ2 + gρctα

ṗφ = −∂φH = 0 =⇒ {H, pφ} = 0 =⇒ pφ é um 1º integral.

Portanto, dpφ e dH = pρs
2
αdpρ +

pφ

ρ2 dpφ + (gctα − p2
φ

ρ3 )dρ são independentes num conjunto denso de T ∗M em que

pρs
2
α ̸= 0 ̸= gctα − p2

φ

ρ3 (ou seja, desde não se esteja no caso da aĺınea anterior). Logo, H é completamente integrável.

c) min{p2
ρs

2
α

2 + l2

2ρ2 + gρctα} = min{ l2

2ρ2 + gρctα} = l2

2r2 + grctα, r := 3

√
l2

gctα

d) k =
p2
ρs

2
α

2 + l2

2ρ2 + gρctα =⇒ pρ = ± 1
sα

√
2k − l2

ρ2 − 2gρctα

e) Xpφ
= ∂

∂φ =⇒ ϕ2,t = (0, t, 0, 0) A(0, 2π, β) = (0, 2π, 0, 0) + β = β

XH = ∂H
∂pi

∂
∂xi − ∂H

∂xi
∂

∂pi
= pρs

2
α

∂
∂ρ +

pφ

ρ2
∂
∂φ − (gctα − p2

φ

ρ3 )
∂

∂pρ

Fluxo de XH :


ρ̇ = pρs

2
α

φ̇ =
pφ

ρ2

ṗρ =
p2
φ

ρ3 − gctα

ṗφ = 0

Se seguirmos o fluxo de XH a partir de (ρ0, ϕ0) durante um certo tempo τ , voltaremos a atingir ρ0; mas percorremos um
certo ângulo ϕ. Portanto, e1 = (τ,−ϕ).

f) Para k = k0, pρ = 0: ou seja, ficamos com trajetórias circulares uniformes, ao longo dos paralelos.
Portanto, L(k0,l) = {(ρ, φ, pρ, pφ) : ρ = r, φ ∈ [0, 2π[, pρ = 0, pφ = l} ∼= S1

g) ṗρ = −∂ρH = l2

ρ3 − gctα. Note-se que ṗρ > 0 para ρ < r e ṗρ < 0 para ρ > r.
Ou seja, quaisquer desvios de Pr serão compensados, resultando em oscilações em torno de ρ = r.

h)



pφ = 0 =⇒ descreve movimentos radiais:

L(k,0) = {(ρ, φ, pρ, pφ) : 0 < ρ ≤ pρ
2
0s

2
α−2k

2gctα
, pρ = ± 1

sα

√
2k − 2gρctα, pφ = 0}

i)

k =
p2
ρs

2
α

2 + l2

2ρ2 ; descreve órbitas abertas:

L(k,0) = {(ρ, φ, pρ, pφ) : ρ > l2

2k−pρ
2
0s

2
α
, pρ = ± 1

sα

√
2k − l2

ρ2 , pφ = 0} ∼= R× S1

j) k =
p2
ρs

2
α

2 =⇒ descreve órbitas abertas radiais com velocidade constante.

L(k,0) = {(ρ, φ, pρ, pφ) : pρ = ±
√
2k

sα
, pφ = 0} ∼= R× S1

k) 0 =
p2
ρs

2
α

2 =⇒ a part́ıcula fica na sua posição inicial.
L(k,0) = {(ρ, φ, pρ, pφ) : pρ = 0, pφ = 0} ∼= R× S1

11 a)

d

dt

∂L

∂ẋi
=

∂L

∂xi
=⇒

{
r̈ = rθ̇2 − r + 1

r3

2rṙθ̇ + r2θ̈ = 0

b) r̈ = ṙ = 0 =⇒

{
r4(θ̇2 − 1) = −1

θ̈ = 0
=⇒ (r, θ) =

(
1

4
√

1−(vθ)2
, vθt+ θ0

)
Pontos de equiĺıbrio: ṙ = 0 = θ̇ =⇒ (r, θ) = (1, θ0)

c) pr = ∂ṙL = ṙ, pθ = ∂θ̇L = r2θ̇ Estas transformações são invert́ıveis, logo L é hiper-regular.

H = piv
i − L =

p2
r

2 +
p2
θ

2r2 + 1
2 (r

2 + 1
r2 )

d) ṗθ = −∂θH = 0 =⇒ {H, pθ} = 0 =⇒ pθ é um 1º integral.

Portanto, dpθ e dH = prdpr+
pθ

r2 dpθ+(r−p2
θ+1
r3 )dr são independentes num conjunto denso de T ∗M em que pr ̸= 0 ̸= r−p2

θ+1
r3

(ou seja, desde não se esteja no caso da aĺınea b)). Logo, H é completamente integrável.

e) ṗr = −∂rH = r − p2
θ+1
r3 . Note-se que ṗr > 0 para r < r e ṗr < 0 para r > r.

Ou seja, quaisquer desvios do equiĺıbrio serão compensados, resultando em oscilações em torno de r = 1.

f) Esta restrição é dada por X = r2
∂

∂θ1
− r1

∂
∂θ2

. X está no núcleo de ω = r1dθ1 + r2dθ2.
ω ∧ dω = r1r2(dr1 ∧ dθ1 ∧ dθ2 + dr2 ∧ dθ2 ∧ dθ1) ̸= 0, pelo que a restrição não é holonómica.
Como a força de reação é perfeita, R = λω:

{
d
dt

∂L
∂ẋi − ∂L

∂xi = λωi

r1θ̇1 + r2θ̇2 = 0
=⇒



r̈1 = r1θ̇
2
1 − r1 +

1
r31

r̈2 = r2θ̇
2
2 − r2 +

1
r32

2r1ṙ1θ̇1 + r21 θ̈1 = λr1

2r2ṙ2θ̇2 + r22 θ̈2 = λr2

r1θ̇1 + r2θ̇2 = 0

=⇒


r̈1 = r1θ̇

2
1 − r1 +

1
r31

r̈2 = r2θ̇
2
2 − r2 +

1
r32

2ṙ1θ̇1 + r1θ̈1 = 2ṙ2θ̇2 + r2θ̈2

r1θ̇1 + r2θ̇2 = 0

12 a) XV = d
dt (e

itV · (r, θ))|t=0 = d
dt (r, θ + tV )|t=0 = (0, V )

b) J(V ) = (prdr + pθdθ)(V ∂θ) = V pθ =⇒ J = pθ

c) ω = dpi ∧ dxi = dpr ∧ dr + dpθ ∧ dθ
B(dF, dG) = XF (G) = ( ∂F

∂pi

∂
∂xi − ∂F

∂xi
∂

∂pi
)G = ∂F

∂pi

∂G
∂xi − ∂F

∂xi
∂G
∂pi

=⇒ B = ∂
∂pr

⊗ ∂
∂r − ∂

∂r ⊗ ∂
∂pr

+ ∂
∂pθ

⊗ ∂
∂θ − ∂

∂θ ⊗ ∂
∂pθ

d) As funções G-invariantes são claramente as que não dependem de θ. Portanto, seguindo o cálculo anterior, B reduz-se
para B′ = ∂

∂pr
⊗ ∂

∂r − ∂
∂r ⊗ ∂

∂pr

ι(pθ)B
′ = 0. Logo, as folhas simpléticas são os conjuntos de ńıvel de pθ em (r, pr, pθ), e pθ é uma função de Casimir.

e) {H, J} = B(H, pθ) = 0 =⇒ H é invariante sob SO(2).

XH = ∂H
∂pi

∂
∂xi − ∂H

∂xi
∂

∂pi
= pr∂r +

pθ

r2 ∂θ − (−p2
θ

r3 + u′)∂pr



O fluxo de H em Q é dado por:


ṙ = pr

ṗr =
p2
θ

r3 − u′

ṗθ = 0

f) Pelo Teorema de Noether, J(V ) = V pθ é conservado ao longo do fluxo de H, ∀V ∈ R.


